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Lời giới thiệu 


của sinh viên các trường Đại học, nghiên cứu sinh, cán bộ nghiên Cửu 

và ứng dụng toán học tăng lên rõ rệt. Bộ lách “Toán cao cập” của 
Liện Toản học ra đời nhằm góp phản đáp ứng ) yêu cáu đỏ, làm phong phú thêm 
nguồn sách tham khảo và giáo trình đại học vốn có. 


/ [ những năm: gắn đây, nhu cầu sách tham khảo tiếng Việt về toán 


Bỏ sách Toản cao cắp sở bao gôm nhiều tập, đẻ cập đến hằu hết các lĩnh vựe 
khác nhau của toán học cao cáp, đặc biệt là các lĩnh vực liên quan đến các hưởng 
dang phát triền mạnh của toán học hiện đại. có tắm quan trọng trong sự phái triển 
lý thuyết và ứng dụng thực tiền. Các tác giả của bộ sách này là những người có 
nhiêu kinh nghiệm trong công tác giảng dạy đại học và sau đại học, đồng thời là 
những nhà tuản học đang tích cực nghiên cửu. Vì thế, mục tiêu của các cuốn sách 
trong bộ sách này là, ngoài việc Cung cáp cho người đọc những kiến thức cơ bản 
nhắn, còn có gắng hưởng họ vào các vẫn đề thời sự liên quan đến lĩnh vực mà cuốn 
sách đề cập đên 





Bộ vách Toán cao cấp có được là nhờ sự tìng hộ quỷ bảu của Viện Khoa học 
và Công "tghệ Việt Nam, đặc biệt là sự cô vũ của Giáo sư Đăng Vũ Minh và Giáo 
xư NguuUén Khoa Sơn. Trong việc xuất bản BỘ sách, chúng tôi cũng nhận được sự 
gilỦip đờ tản tỉnh của Nhà xuất bản Đai học quốc gia Hà Nội. Nhiêu nhà toán học 
trong và ngoài Viện Toán học đã tham gia viết, thâm định, góp ÿ cho bộ sách. Viện 
Toủn học xin chân thành cám ơn các cơ quan và cá nhân kÊ trên. 








Do nhiều nguyên nhân khúc nhau, Bộ sách Toán cao cấp chắc chẳm còn rất 
nhiều thiểu sói. Chúng tôi mong nhận được ý kiên đóng góp của độc giả để bộ sách 
được hoàn thiện hơn. 








Chủ tịch Hội đồng biên tập 
GS-TSKH Hà Huy Khoái 


"hp /Äetlun hoploarg 


Lời mở đầu 


Trong toán học chúng ta thường gặp các phương trình dạng 


GẤP + eiXPT + cc + cu = Ú (đ 7E 0), 





trong đó .Ý là ẩn số và cạ,c,..., c„ là các số cho trước. Phương trình 
dạng trên được gọi là phương trình đại số và z+ được gọi là bậc của 
phương trình. 

Việc giải các phương trình đại số là một vấn đề kinh điển của toán 
học, Người ta đã tìm thấy những tấm bảng đất sét thời Babylon cách 
đây gần 4000 năm trong đó có ghỉ những bài toán mẫu giải phương 
trình bậc hai. Nhưng mãi đến thế kỷ thứ l6, Tartaglia, Cardano và 
Ferrari mới tìm được công thức tính nghiệm cho các phương trình bậc 
3,4. Các công thức này đều là các biểu thức chỉ chứa các căn thức. Từ 
dây nẩy sinh vấn đẻ liệu có tồn tại các công thức tính nghiệm tương 
tự cho các phương trình đại số bậc > ð hay không. Đến đầu thế kỷ 
thứ 19, Abel chỉ ra rằng không thể tìm thấy một công thức tổng quát 
như vây. Ngay sau đó, Galois đưa ra tiêu chuẩn để một phương trình 
đại số có nghiệm là các biểu thức chứa căn thức. Phương pháp xét 
nghiêm của ông được gọi là lý thuyết Galois. Lý thuyết Galois tương 
đối đơn giản và có nhiều ứng dụng hay. Ví dụ như ta có thể giải quyết 
trọn vẹn bài toán hình nào dựng được bằng thước kẻ và compa. 








Mục đích đầu tiên của cuốn sách này là giới thiệu lý thuyết Galois 
mà không đòi hỏi người dọc biết trước bất kỳ một kiến thúc nào về 
toán cao cáp. Lý thuyết Galois sẽ được trình bày dưới dạng đơn giản 
nhất thông qua quá trình tìm tiêu chuẩn giải phương trình bằng căn 
thức. Các kiến thức đại số đại cương chỉ được dùng khi nào thật sự 
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cần đến. Các kiến thức này được trình bày dưới dạng chữ nhỏ. Những 
ai đã học đại số đại cương có#hể bỏ qua những phần này. 

Mục đích thứ hai là hổ irợ việc giảng dạy đại số ở bậc đại học và 
san đại học. Chính quá trình tìm tiêu chuẩn giải phương trình bằng 
căn thức đã dẫn đến việc hình thành các khái niệm đại số cơ bản như 
số phức, trường và nhóm. Ngày nay, người ta dạy về trường và nhóm 
trong môn đại số đại cương. Các giáo trình đại số đại cương thường 
có nhược điểm là trình bày các khái niệm này một cách hình thúc 
và sinh viên thường không hiểu hết ý nghĩa của chúng. Việc học iý 
thuyết Galois sẽ giúp cho sinh viên không những hiểu hơn mà còn có 
thể sử dụng các cấu trúc đại số trong học tập và nghiên cứu. 

Cuốn sách này có thể dùng làm khung cho một giáo trình về đại 
số đại cương. Khi đó giảng viên phải giới thiệu thêm các khái niệm 
vành và không gian vếc tơ. Những khái niệm này không được dùng. 
đến trong cuốn sách nhằm tránh tối đa việc sử dụng toán cao cấp. Đây 
cũng là điểm khác biệt cơ bản so với các giáo trình khác về lý thuyết 
Galois. Cuốn sách này cũng có thể dùng làm một chuyên để cao học 
vì lý thuyết Galois là một ví dụ mẫu mực về việc giải quyết một vấn 
đề toán học cụ thể như thế nào, 

Cuốn sách bất đầu bàng việc giới thiệu vấn đẻ giải phương trình 
bằng căn thức theo quan điểm đại số hiện đại. Quan điểm này dẫn 
đến việc nghiên cứu một số cấu trúc đại số như trường và nhóm trong 
các chương tiếp theo. Việc nghiên cứu các cấu trúc đại số này cho 
thấy các phương trình bậc > 5 không thể giải được bảng căn thức, 
đồng thời cũng cho ta một tiêu chuẩn khá đơn giản để xem khi nào 
thì một phương trình giải được bằng căn thức. Cuốn sách kết thúc với. 
việc ấp dụng lý thuyết Galois để xét hình nào có thể dựng được bằng 
thước kẻ và compa. 

Tác giả chân thành cảm ơn TSKH Phùng Hồ Hải, GS TSKH Lê 
Tuấn Hoa và GS TSKH Hà Huy Khoái đã đọc bản thảo và góp nhiều 
ý kiến cho việc trình bày cuốn sách tốt hơn. 


Ngô Việt Trung 
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Chương 1 


NGHIỆM PHỨC 





bi một biểu thức Ƒ có dạng 





.- Cụ (cụ # Ú), 


trong đó .Ý là biến số và cạ,e¡..... c„ là những hệ số cho trước, là d4 
thức. Số n được gọi là bác của ƒ, ký hiệu là deg ƒ. Số cụ được gọi là 
hệ xố đản và số œ„ được gọi là hệ số tự do của ƒ. 





Phường trình đại xố là một phương trình có dạng ƒ(.Ý) = Ú, trong, 
đó ƒ là một đa thức bậc dương. Khi đó cịeg ƒ được gọi là bác của 
phương trình. 

Không phải phương trình đại số nào cũng có nghiệm thực, ví dụ 
như phương trình bậc hai 


aX?+bX +e=0(ø #0) 
có nghiệm khi và chỉ khi biệt thức bỶ — 1ae không âm. Khi đó, ta có 
công thức tính nghiệm: 


Ụ ÙÊ = ae 








Cardano (1501-1576) là người đầu tiên phát hiện ra rằng nếu ta 
coi cân của một m như là một số thông thường thì công thức trên 
luôn luôn đúng, có nghĩa là mọi phương trình bậc hai đều có nghiệm. 
Điều này đã dẫn đến sự ra đời số phức 





s 
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Chương 1. Nghiệm phức 


Để có thể khai căn các sổ âm người ta đưa ra ký hiệu ¿ là một 
2 








số có tính chất j? = —1. Số ¿ được gọi là một số đo vì ta không thể 
so sánh ¿ với mọi số thực và do đó ta không thể biểu diễn ¡ như là 
độ đài một đoạn thẳng. Sở phức là số có dạng ø + b¿, trong đó a,b 
là hai số thực tùy ý. Từ các quy luật tính toán thông thường và điều 
kiện ¿2 = —L tả có thể suy ra quy tắc cộng trừ nhân chia hai số phức 
như sau: 


(&+ï) + (e+ đủ = (a+£)+(b+ đội, 

(œ+ ti) — (c+ đi) = (œ— e) + (b— đội, 

(a +bi)(e + đã) = (ae — bả) + (ad + be)i, 

œ+bi ae+bd be— ad, , 

Đrúi “5E Edi Tp Lưệt (L4 0ể: dị 

"Tập các số thực có thể coi là một bộ phận của táp các số phức bàng 
cách đồng nhất mọi sổ thực ø với số phức ø + 0i. Tóm lại, ta có thể 
hiểu đập các số phúc là tập hợp số nhỏ nhất chứa các số thực và số 
đo ¡ mà trong đó ta có thể thực hiện được các phép toán cộng trừ 
nhân chia với các quy luật tính toán thông thường. 





Để có một cái nhìn trực quan người ta thường đồng nhất số phức 
z=œ+ bi với điểm (a,b) trên mát phẳng toa đô. Khi đó tổng và 
hiệu hai số phức sẽ ứng với tổng và hiệu hai véc tơ tương ứng. 





Gọi r là độ dài của đoạn thẳng từ gốc toạ độ đến z và œ là góc 
giữa tia dương của trục hoành và tia đi từ gốc toạ độ qua z. 


| q@_ z=qa+bÙi 
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Chương 1. Nghiệm phức rị 
Do ø =rcosé và b = rsina nên z được xác định hoàn toàn bởi 
cặp giá trị (z.\) thông qua công thức 

# =r(cosqa +sỉn a ¿). 
Tạ gọi (r.eœ) là 2ø độ cực của z. 


Cho zị và z; là hai số phức có tọa độ cực là (r. at) và (ra, a2). 
Dùng công thức lượng giấc tính cos và sin của tổng hai góc ta suy 
ra được 


Ti(cos ứœ + Sỉn œa Ÿ) - ra(cos qạ + sinds ?) 





=rirs[eos(ai + az) + sin(ay + aa)i]. 
Vì vậy, tọa độ cực của tích là (r;ra. œ +2). Tương tự, thương 
TỊ 


ŠY (sz #0) có tọa độ cực là ( ,ay — dạ), 





1 Đặc biệt là số mũ bạc của xi có tọa độ cực là (r”, ra), có nghĩa 
F [r(eos œ + sina 3)]" = r"{eos(na) + sin(nai]. 
Trường hợp z = 1 của công thức này được gọi là công thức de Moivre, 
Áp dung công thức trên ta nhận được công thúc 


¿)]” =r(cesa + sina 3), 
„ 


[t7(eos 
trong đó £ là một số nguyên tùy ý. Như vậy là với mọi số phức z 
ta đều có thể tìm thấy các số phức sao cho ‡/" = z. Ta gọi các số 
phức này là căn bác ø: của +, ký hiệu là 2. Như vậy, ÿZ có thể 
nhận nhiều giá trị khác nhau. Ví dụ như v⁄z có thể nhận một trong 
hai số đối nhau: 


vVz:= #+VF(csS + sinz ì). 


Điều này khác với quy ước của toán phổ thông là Z2 với z > 0 là 
một số thực dương (được xác định một cách duy nhất). 


Định lý sau đây được gọi là Định lý cơ bản của đại số. Nó cho 


thấy nếu ta mở rộng việc xét nghiệm lên các số phức thì mọi phương 
trình đại số với hệ số thực đều có nghiệm phức. 
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B Chương 1. Nghiệm phúc 


ĐỊNH LÝ 1.1. Mọi phương trình đại sở với hệ sở phức đều có nghiệm 
trong tập các số phức. 


Tụ sẽ không chứng mình định lý này vì phép chứng minh có dùng 
công cụ giải tích. 





Việc xét nghiệm của một phương trình đại số có thể quy vẻ bài 
toán phân tích đa thức thành các thừa số dạng .V — a. 


BỒ ĐỀ 1.2. Đz¿ thức ƒ(X) có nghiệm a khí và chỉ khỉ ƑLX) cá thể 


viết dưới dạng (X — a)g(X) với g(XN) là một đa thức. 


CHÚNG MINH. Thay Ý bằng } +a ta có thể viết ƒ(.X) dưới đạng một 
đa thức của Y, Đa thức này có thể viết dưới dạng 111“) +, ưong 
đó /0(1ˆ) là một đã thức và e là số nào đó. Thay Yˆ trở lại bằng X —¿ 
ta thấy 

ƒ(X) = (X —aÌh(X —ú)+c. 


Nếu /(ø) = Ú thì e£= /(¿) = 0- h(0) = U và do đồ 
ƒ(X) = (X =a)h(X =4). 
Đảo lại, nếu ƒ(X) có thể viết dưới đạng (Ý — z})ø(X) thì 
ƒ(á) =0: gía) =0. 
'MI| 


Với cách xét nghiệm như trên thì Định lý cơ bản của đại số còn 
có thể phát biểu dưới dạng sau: 
ĐỊNH LÝ 1.3. Mọi đa thức ƒ(X) # Ú với hệ số phức đếu có thể viết 
dưới dụng 
ƒ#(X)=c(X—m)"'::-(X =8), 


trong đó e là một số phức, a(.....a„ là các 





ố phúc khác nhau và 





tị,.... uy là các -. dr là tập tắt cả các 


nghiêm của ƒ(X). 


nguyên dương. Khi đó œ; 
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Chương Ì. Nghiệm phúc 9 


CHỦNG MINH. Nếu deg ƒ = 0 thì ƒ(X) = e. Vì vậy ta có thể giả thiết 
deg ƒ > 0. Theo Định lý cơ bản của đại số thì ƒ(X) có ít nhất một 
ệm phức ø;. Theo Bổ đẻ 1.2 ta có thể viết ƒ(X) dưới dạng, 





#(X) =(X~a)*g(X) 


với ø(.X) là một đa thức không có nghiệm ay. Do deg ø = deg ƒ—sạ < 
deg ƒ nên ta có thể quy nạp theo bậc để viết g(X) dưới dạng 





6(X) = k(Y — aạ) c-+(X — a,), 


trong đó aạ.....œø; là các số phức khác nhau và sạ,...,s; là các số 
nguyên dương. Từ đây suy ra ƒ(X) = c(X — ay)°!‹‹--(X — &,}, 
Nếu «¿ là một nghiệm tùy ý của ƒ(.X) thì 

ƒ(a) = c(a — a;)”" - -- (a— a;}” = Ú. 
Từ đây suy ra ø = œø, với một chỉ số ¡ nào đó. Vì vậy ta có thể kết 
luận a¿....,a„ là tập tất cả các nghiệm của ƒ(.X). ñ 


Người ta gọi số mũ s lớn nhất sao cho ƒ(.X) chia hết cho (2 — a)* 
là bói của nghiệm ø, có nghĩa là 
ƒ(X) =(X~a)9(X) 
với /(a) # 0. Khi đó ta có thể coi ƒ(X) có s nghiệm a. 
HỆ QUẢ 1.4. Mọi phương trình đại số bậc n > Ú với hệ số phức đều 
có đúng 0ì nghiệm phức nếu kể cả số bội. 


CHỨNG MiNH. So sánh bậc của hai vế đẳng thức trong Định lý 1.3 ta 
thấy 
dog ƒ = si + ‹tc tiếy 


chính là số nghiệm của ƒ kể cả số bội. ñ 
Ví pụ. Xét phương trình dạng X” — 1 =0. Đặt 


27... 21. 
Em := C0S— + SÌn — ỉ. 
Tỉ Tì 
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10 Chương Ì. Nghiệm phức 


Để cho tiện ta dùng ký hiệu z thay cho z„. Từ công thức de Moivre 
ta thấy 
(£!)" = cos(2!z) +sin(2t)¡ = 1. 


Vì vậy e! là nghiệm của phương trình X” — 1 = 0 với mọi số nguyên 
t tùy ý. Do 


ï ĐẸE , ¡ ĐEN. 
£! =c0s—— +sin—— 
Tì mì 





~Ì là n số phức khác nhau (chúng chia vòng tròn đơn 
vị thành z: phản bằng nhau). Theo Hệ quả 1.4 thì phương trình X" — 
1 =0) có đúng n nghiệm. Vì vậy, ta có thể kết luận 1, e, £Ÿ, .... e"~! là 
tập nghiệm của phương trình X" — 1 =Ú. Người ta gọi các nghiệm 
này là các căn đơn vị bậc n. 





Hệ số của một đa thức có mối JẾn hệ chặt chẽ với nghiệm của đa 
thức thông qua các công thức sau đảy. Các công thức này còn được 
gọi là hệ thức Viètc. 


BỔ ĐỀ 1.8. Cho ƒ = X"+eiX"TL+...+eạ. Các số ay,... ay (không 
nhất thiết phải khác nhau) là các nghiệm của ƒ khi và chỉ khi với mọi 


L= l (v11 ta có 
)» địy ca, = (—1) 6. 


l<¡<...<b<n 





CHỨNG MINH. Theo Định lý 1.3, ứy...., d„ là các nghiệm của ƒ khi và 
chỉ khi 


AT" teiX"T + +ea =(X — ái): (X — ứa) 


Đẳng thức này đúng khi và chỉ khi các hệ số tương ứng ở hai vế trùng. 
nhau. Khai triển đa thức ở vế phải rồi so sánh các hệ số ta sẽ nhận 
được hệ thức Viète. ũ 
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Chương 1. Nghiệm phúc 1 





Ví DỤ, Nếu z¡,»› là nghĩ 
có hệ thức Viète cổ điển 





của phương trình . _pX ~= 0 thì ta 


Tì +22 =—P, 


#ị#a =d. 


Viète (1540-1603), Girard (1595-1632) và Descartes (1596-1650) 
là những nhà toán học đầu tiền phát biểu Định lý cơ bản của đại 
số. Sau đó d'Alembert (1717-1783), Euler (1707-1783), Lagrange 
(1736-1813) đưa ra những chứng minh cho định lý này, trong đó họ 
mặc nhiên công nhận mọi phương trình bậc ø› cÓ w+ nghiệm (trong 
một tập số nào đó). Gauss (1777-1835) phát hiện ra thiếu sót này và 
trình bày một chứng minh hoàn toàn khác trong luận ấn tiến sĩ của 
mình vào năm 1799. Tuy nhiên, chứng mỉnh của Gauss cũng chưa 
chật chẽ. Phải đến năm 1814, Argand (176§-1822) và sau đó hai năm 
là Gauss mới đưa ra được những chứng mình chật chẽ cho Định lý 
cơ bản của đại số. 








Định lý cơ bản của đại số chỉ cho ta biết sự tốn tại nghiệm mà 
không cho ta biết cách tính nghiệm đa thức như thế nào. 

Nếu phương trình có bậc 2, 3, 4 thì ta có công thức tính nghiệm 
theo các hệ số của phương trình. Sau đây ta xét cả những đa thức với 
hệ số phức. 


PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI. Phương trình 
aX?+bX+c=0(a #0) 
(với hé số phức) có công thức tính nghiêm: 
—b+ v2 ~ 4ac 
9a Ỷ 





#12 = 





Chú ý rằng căn thức phức v/Ö# — 4ac tuy không được xác định một 
cách duy nhất, nhưng nó chỉ có thể nhận một trong hai giá trị đối nhau 
và do đó công thức luôn luôn đúng. 


"hp /Äeulun hoploarg 


12 Chương 1. Nghiêm phúc 
PHƯƠNG TRÌNH BẬC BA. Đề giải phương trình 
aX?+bÄX?+cX +d=0 (a # 0) 
5 2b dfiSể nhện D xử á R 4 
ta dùng phép thế X = Ÿ — Lọ để đưa phương trình vẻ dạng rút gọn 


Y#+pY +ạ=0 


ác — 27a2d — 9abc + 2b? 
5Š =—> #Z=—— 
ú 3a? 5 27a3 
Ta luôn luôn có thể chọn các căn bậc ba 


4 
hạ:= Ệ 


sao cho f¡fa = -ẽ. Đật 





Khi đó ta có công thức Cardano tính nghiệm phương trình bậc ba dạng 
rút BỌI: 


Uu=ti+ta, 
12 = chị + c¡la, 
14 = €ihh + Cai. 


PHƯƠNG TRÌNH BẬC BỐN. Để giải phương trình 
aX!+bX? +eX? + dư +e =0 (a #0) 
ta dùng phép thế X = Y — Š để đưa phương trình về dạng rút gọn 


Y*+pY? +ạY +r=0. 
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Chương E. Nghiêm phúc l3 





Gọi s¿ là các nghiệm của phương trình 


Z1—9pZ” + (p° — 4r)Z + q° =0. 


Ta luôn luôn có thể chọn được các căn thức v/—z¡. v—za, v—z4 sao 


cho v /“z2.V~ ý 


= —g. Khi đó. công thức tính nghiệm phương 
trình dạng rút gọn là: 














ác công thức tính nghiệm phương trình bậc 2, 3, 4 đều là các 
biểu thức chỉ chứa một số hữu hạn các phép toán cộng trừ nhân chia 
và khai căn với các hệ số của phương trình. Từ đây nẩy sinh vấn đề 
liệu có các cóng thức tương tự cho các phương trình dại số bậc 2 5 
hay không. Vấn đẻ này được gọi là vấn để giải phương trình bằng 
căn thức. 











Công thức tính nghiệm phương trình bác ba được phá đầu 
tiên bởi Ferro (1496-1526) cho trường hợp ø > 0. g < 0 và Tartaglia 
(1499-1557) cho trường hợp tổng quát. nhưng họ đã giữ bí mật phát 
hiện của mình. Cardano công bổ cóng thức năm 1545 trong cuốn 
sách "Ars Magna”, tuy nhiên chứng mình của ông còn nhiều thiểu 
xót, Phải đến thể ký 18, khí người ta đã hiểu rõ số phức thì mới có 
những chứng mình chặt chẽ cho công thức Cardano bởi de Moivre 
(1667-1754) và Euler. Công thức tính nghiệm phương trình bậc bốn 
được tìm thấy bởi học trò của Cardano là Ferrari (1522-1565). 








Nhìn chung, việc giải phương trình đa thức gắn liên với sự hình 
thành số phức. Chính d°Alembert, Euler, Lagrange, Argand, Gauss 
(những người đã đóng góp cho việc phát hiện và chứng minh Định 
của đại số) cũng là những người có công lớn trong việc 
đưa số phức trở thành một công cụ hữu hiệu trong toán học. 
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14 Chương l. Nghiệm phức 


BÀI TẬP 


1.1. Cho ƒ là một đa thức với hệ số nguyên và : là một nghiệm hữu 
tỷ của ƒ với (p,¿) = 1. Chứng minh rằng ? là ước của hệ số tự do và 
q là ước của hệ số đầu của ƒ. 





1:2. Chứng minh rãng phương trình 
2X ?+X!+A?+2X-4=0 
không có nghiệm hữu tỷ. 
1.3. Hãy dùng công thức de Moivre chứng minh các công thức 


cos(3a) = 4cos? œ — 3 cos œ, 
sin(3a) = 3sina — 4sin? a. 





1.4. Chứng minh ràng một số là nghiệm bội của một đa thức ƒ khi và 
chỉ khi nó là nghiệm của ƒ và đạo hàm ƒ' của ƒ. 


1.5. Chứng minh rằng 


L6. Cho z¡, z2, za là các nghiệm của phương trình bậc ba 
X?+pX +ạ„=0. 
Chứng minh ràng. 
(œì — #a)2(#ì — ra)Ê(za — +)? = —(4p` + 2742). 


1.7. Chứng minh rằng các đại lượng 1/¡. 1/2, ¡/a trong công thức Cardano 
đúng là nghiệm của phương trình 


YŠ#+pÝY +ạ=0. 
1.8. Hãy tính tất cả các nghiệm của phương trình 


4X!+4X-—1=0. 
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Chương 1. Nghiệm phúc l5 






"—. 





" 
mrtmarieien 
PP vb 


NICOLO TARTAGLIA (1500-1557) 
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16 Chương l. Nghiệm phức 





HIERONIMO CARDANO (1501-1576) 
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Chương 2 


TRƯỜNG 


Để có thể giải quyết được vấn đề giải phương trình bằng căn thức 
ta phải xét tập hợp tất cả các số có thể nhận được từ các hệ số của 
phương trình đã cho bởi một số hữu hạn các phép toán cộng trừ nhân 
cha. 


Một tập con ý của tập các số phức được gọi là rường' nếu JÝ 
chứa ít nhất một số khác 0 và đóng với các phép toán cộng trừ nhân 
chia, có nghĩa là nếu a,b € thì 


œ+b¿a—b,aba:b€ 
(đổi với phép chia ta phải giả thiết b # 0). 


Ví pụ. Ký hiệu Ñ, Z, Q, R, C lần lượt là tập các số tự nhiên (kể cả 
0), số nguyên, số hữu tỷ, số thực. số phức. Tà thấy ngay Ñ, Z không 
là trường (không đóng với phép trừ hoặc phép nhân) và Q,ïE,€ là 
trường. 


CHÚ ý. Mọi trường ý đều chứa tập Q các số hữu tỷ. Thật vậy, do 
chứa một số œ # ( nên 0 =œ—ø€ , 1=a:a€ Ñ. Tiếp theo ta 
thấy ## chứa tất cả các số nguyên đương øœ vì ø là tổng ø số 1. Từ 
đây suy ra JC chứa tất cả các số nguyên âm vì — = UÚ—n € K. Do 
đó ta có thể kết luận # € K với mọi số nguyên p, 4 # 0. 









† Đây chỉ là trường hợp thông dụng nhất của khái niệm trường tổng quát trong 
Đại số đại cương. 
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18 Chương 2, Trường 


Cho #ý là một trường tùy ý và 7 là một tập gồm một số các số 
phức. Ta ký hiệu (7) là tập các số nhận được từ ý và 7 bởi các 
phép toán cộng trừ nhân chia. Theo định nghĩa thì JÝ(7) là một trường 
và là trường nhỏ nhất chứa và 7. Ta gọi K(7) là trường mở rộng 
của # bởi tập 7. 


Ví DỤ. C chính là trường mở rộng của R bởi số ảo ¡. 


CHÚ Y. Nếu 7 là một tập có chứa ít nhất một số khác không (như tập 
các hệ số của một phương trình đại số) thì tập các số nhận được từ 7' 
bởi các phép toán cộng trừ nhãn chia lập thành một trường. Do trường 
này chứa Q nên nó phải là trường Q(T). 


Nếu 7 là một tập hữu hạn các số ø¡.... œ„ thì ta dùng ký hiệu 
N(@y....ứ„) thay cho #(T). Ta có thể mô tả các phẩn tử của 
Ñ(a..... đ„) thông qua các đa thức nhiều biến. 








Một đa chức của các biển ẨX),.... X„ với hệ số trong là một 
biểu thức (X¡ n) có dạng, 


bề 


a€N 











trong đó œ« = (aI,...,dy) Và cạ € Tý sao cho chỉ có một số hữu hạn 
hệ số cạ khác khóag. Để cho tiện người ta thường dùng ký hiệu ? 


thay cho P(XY..... Xa). Tà ký hiệu 7 (a),.... e„) là số 
3) caáŸt cccan^ 
SEN" 


và gọi số đó là giá trị của đa thúc ?(X,...,.X„) tại bộ SỐ @;;..., đụ. 
Ta có thể tính tổng và tích hai đa thức 


PS v3, 


aeN" 


3 ¿XI Ăn, 


„eN" 


Q: 


l 
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với hệ số trong # theo các quy luật tính toán thông thường: 
P+Qx= 3À” (œ+d)X?t Xe", 
\eN® 
PQ= 3 Qiuxi PP... Xanh, 
au"e Tim 
trong đó Ở = (đ\,....3„). Do đóng với các phép toán cộng và 
nhân nên ? + Q và PQ lại là những đa thức với hệ số trong K. Ta 
luôn luôn có 
(P.+ Q)(ai.... an) = PÍ(đt, «+ &n) + Q(@1š..y ên), 
()(an...... an) = Pa, ---, #,)(Q(@. -:-: 4n) 





Sau đây, ta ký hiệu J(X 
.Ấ¡,...ÄY„ với hệ số trong ỨÝ, 


.X„j là tập các đa thức của n biến 





BỒ ĐỀ 2.1. Cho ` (a¡..... d„) là một trường mở rộng của lý. Ta có 


(ai, ...8„) = 


{ P(au›....0n) 
(Q(¡,.... đ„.) 


CHỨNG MINH. Gọi E là tập ở vế phải của công thức trên. Do mọi 
phần tử của E đều nhận được từ các số của K và a¡.....đ„ bởi các 
phép toán cộng trừ nhân chia nên #£ € Í{(ø¡,....a„). Mặt khác, dễ 
thấy rằng 7 chứa ! và đóng với các phép toán cộng trừ nhân chia: 
Big ng) ¿+ Pím,....ea) _ (PỢz‡ P›Q)(m: ---: đn) 
Q;(4i, .. đa) — Q2(@.-..;đn) (Q¡¿)(0, --.,n) 
Pi(ai, 0a) B(á,.van) — (P2) Jlem2) 
Qiai...vên) Qa(m,...an) - (Q(Q2)(04,--,0n)` 
Dị(@iy..-vfn) - Dộ(@i,--;4n) . (PiQ;)(äi, ---; 4n) 
Qi(0i,.... đụ) Ý Qa{m,....an) — (Q:P5)(0i,....đn) 
Vì vậy E là một trường. Do # chứa /Ý và a¡...., +„ nên ta có thể kết 
luận  = 'Ý(œ\,.... đa). ñ 


† Dành cho những ai đã học Đại số đại cương: ẤjX)..... Xa} là một vành. 


|P.Q€ NỊX:,.... X;]: Ó(ai,...đn) # 0). 
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20 Chương 2. Trường 


Số phúc a được gọi là phẩn tử căn trên trường #Ý nếu tồn tại một 
SỐ @ € ƒÝ và một số nguyên đương zr sao cho ø = ÿ⁄, có nghĩa là 
a" =c. Trường chứa #Ý được gọi là mở rộng căn của nếu tồn tại 
các phần tử ay,.... dạ € # sao cho # = /í(«¡,.... œ„} và a; là phần tử 
căn trên trường JÝ(øy,....d_¡), ¿ = L..... n. 





Ví pụ. Số ảo ¿ là phần tử căn trẻn mọi trường vì 
phúc C là một mở rộng căn của R vì € = IR(). 


—1. Tập các số 





Ta có thể dùng các khái niệm trên để mô tả các số tính được từ 
một tập các số cho trước qua các phép toán cộng trừ nhân chia và khai 
cân. 


BỔ ĐỀ 22. Cho 7 fà một tập các số phúc có chứa í! nhất một số khác 
không. Một số a tính được từ các sổ của T` qua các phép toán cộng 
trừ nhân chỉa và khai căn khi và chỉ khi a nằm trong mội mở rộng 
căn của trường Q(T). 





CHÚNG MINH. Do Q(7) chính là tập các số tính được từ 7` qua các 
phép toán cộng trừ nhân chia và khai căn nên nếu ø nằm trong một mở 
rộng căn của Q(7) thì ø tính được từ 7' qua các phép toán cộng trừ 
nhân chia và khai cân, Đảo lại, giả sử a tính được từ các số của 7` quu 
các phép toán cộng trừ nhân chia và khai căn. Nếu ay...., đ„ lần lượt là 
các căn thức xuất hiện trong biểu thức tính ø thì ø € Q(7)(an..... đ„} 
và a, là phần tử căn trên Q(7)(a\,.... &~¡), ¿ = 1,.... n. ñ 


Bây giờ ta có thể định nghĩa khái niệm phương trình giải được 
bảng căn thức một cách chính xác về mật toán học. 

Cho ƒ(X) = c¡X? +ei¿X?=!+:‹‹ + e„ là một đa thức với hệ số 
phức. Đa thức ƒ (hay phương trình ƒ(X) = 0) được gọi là giái được 
bằng cần thức nếu tất cả các nghiệm của ƒ nằm trong một mở rộng 
căn của trường Q(co,..... ca)- 


Ví DỤ. Ta thấy phương trình bậc hai 


aAX?+ÙX+c=0 
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Chương 3. Trường 21 
giải được bằng căn thức vì các nghiệm của phương trình này nằm trong 
trường Q(œ,b.ec, v/° —= døc) mà trường này là một mở rộng căn của 
Q(¡.b.e). Phương trình bậc ba 





aX?+bX?+eX+d =0 


cũng giải dược bàng cân thức vì các nghiệm của phương trình này nằm 
trong trường 


Q(a.b.e.d. V=3 


mm ÍE.+#) 


27V2773 





với 
_3ac=Ù? — — 9ĩa2d~ 9aùc + 9Ä 
5 Nộp 3 N 27a3 
Dễ thấy rằng trường này là một mở rộng căn của Q(a,b.c, đ). Tương, 
tự, ta cũng thấy các phương trình bậc 4 giải được bằng căn thức. 





Tổng quát hơn, ta có thể xét đa thức ƒ(X) với hệ số trong một 
trường K tùy ý, được gọi là ờng cơ sở. Cho ay,.... đ„ là tập tất cả 
các nghiệm của ƒ. Tà gọi trường JÝ(4,....an) là trường phân rã của 
/ trên W. Đa thức ƒ được gọi là giổi được bằng căn thức trên Ñ nếu 
trường phân rã của ƒ trên # nằm trong một mở rộng căn của ỨC. 


Ví Du, Cho ƒ = øX?+bX +c là một đa thức bậc hai với hệ số trong, 
Kvầm hai nghiệm của ƒ. Từ công thức tính nghiệm 1a thấy ngay 
mạ € K(VPE— 1ae). Mặt khác. ta có 





VhbÈ —~ đạc = a(z¡ — +¿) € K(?\,122). 






Vì vậy ƒÝ(#,za) = (V2 — 4ae) là trường phân rã của ƒ và ta có 
thể kết luận ƒ giải được bảng căn thức trên /€, 





Để giải phương trình bằng căn thức ta phải xét môi quan hệ giữa 
trường phân rã và các mở rộng cản của trường cơ sở. Trước tiên ta 
thấy các trường này đều nhận được từ trường cơ sở bằng cách thêm 
vào một số phần tử mà các phần tử này đều là nghiệm của các đa 
thức. 
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Sau đây ta gọi một số œ là phần tứ đại số trên Ý nếu ø là nghiệm 
của một đa thức với hệ số trong #{. Một trường # chứa 7£ được gọi 
là mở rộng hiểu hạn của K nếu E = IÃ(a:.....a„) và a; là phản tử đại 
số trên ƒC(đ,....đ;_¡) với mọi ¡ = Ì,....m.Í 











CHÚ Ý. Định nghĩa trên phụ thuộc vào thứ tự các số ứ..... đ„. Tuy 
nhiên, chúng ta sẽ thấy mọi phản tử của các mở rộng hữu hạn của #7 
đều là phần tử đại số trên (xem Định lý 3.10 trong chương sau). 
Vì vậy, các mở rộng hữu hạn chính là các trường mở rộng bởi một số 
hữu hạn các phần từ đại số trên 7Ý. 





Trường phân rä của các đa thức hay các mở rộng cân trên # đều 
là những mở rộng hữu hạn của /€. Việc nghiên cứu các mở rộng hữu 
hạn của K có thể quy về việc nghiên cứu các mở rộng đại số đơn, có 
nghĩa là các trường có dạng Ƒ(a), trong đó Ù là một trường chứa 
và œ là phần tử đại số trên 7. Ta sẽ đưa việc xét các trường dạng U(a) 
về việc xét các đa thức với hệ số trong L. 


Ký hiệu Ƒ[X] là tập các đa thức của biến ÄX với hệ số trong ¿. 
Trong tập các đa thức của L[X] có nghiêm ø ta chọn một đa thức 
ø # 0 có bậc nhỏ nhất. Giả sử g = ø¡ø với ø.g¿ € LịX]) và 
đeg øị, deg ø < deg ø. Do Ø(2)øa(a) = g(a) = 0 nên hoặc ø;(ø) = 0 
hay ø;(a) = 0. Điều này mâu thuẫn với việc chọn ø. Vậy ø không 
thể là tích của hai đa thức có bậc nhỏ hơn trong L|X|. Một da thức 
như vậy được gọi là bất khẩ quy trong LÍX|. 





Theo /ñật toán Euclid, với mọi cập đa thức ƒ,ø € L|X] bậc 
dương luôn tồn tại hai đa thức p,q € LÍ.X] với deg ạ <. deg ø sao cho 
ƒ=pg+q. 

Thuật toán Euclid được xảy dựng dựa trên chứng minh sau. Giả 
sử 
ƒ =aoX” + a,X Pha 
g =boX"+bịXP"!+ 


+ #m (ao # 0), 
+ b„ (bọ # 0) 








Mở rộng hữu hạn còn được định nghĩa bằng tính chất # là không gian véc 
tơ hữu hạn chiều trên #Ý. Khái niệm véc tơ không được đẻ cặp đến trong cuốn xách 
này. 
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Nếu ru < n thì ta chỉ việc đật p = 0 và q = ƒ. Nếu rm > m thì ta 
Xét đa thức 


t0 m—n 
dụ =È PL ïNG ¿ 


Rõ ràng là deg ƒị < m. Dùng quy nạp ta có thể viết ƒ¡ = pịg +4 
với degq < n. Khi đó 


đũ s—n 
ƒ=.2”"g+Ppw+dq 
0 


và tá chỉ cẩn đật 





Giả sử ƒ có nghiệm a và ø là một đa thức có bậc nhỏ nhất trong 
sở các đa thức có nghiệm a. Khi đó q(a) = ƒ(a)—p(a)ø(a) = 0. Vậy 
œ cũng là nghiệm của q. Do deg¿ < dezø nên ta phải có g = 0 và 
ƒ = pụ. có nghĩa là ƒ chia hết cho ø. Đặc biệt, nếu ƒ là đa thức bất 
khả quy thì ta phải có ƒ = eø với e€ L. Do mọi đa thức ø như trên 
đều bất khả quy nên chúng sai khác nhau một hằng số. Vì vậy, trong 
sở các đa thức này chỉ có duy nhất một đa thức có hệ số đầu bằng I. 

Người ta gọi một đa thức là cñ„đ nếu nó có hệ số đầu bằng 1. Đa 
thức chuẩn có bậc nhỏ nhất trong số các đa thức của LÍ X] có nghiệm 
a được gọi là đa rhức rối tiểu của a trên L. 


CHỦ Ý, Nếu đa thức tối tiểu của ø trên 7 có bậc 1 thì nó phải là đa 
thức X —ø. Khi đó, a € L vì đa thức tối tiểu có hệ số trong 7. 
Vípu, Cho ứ là nghiệm của da thức bặc hai X?+pX+q € LÍX]. Nếu 


ø # L thì đa thức tối tiểu của a phải có bậc > 2, dẫn đến X?-+pX + 
phải là đa thức tối tiểu của ä. 





“Theo những gì ta đã thấy ở trên thì đa thức tôi tiểu có những tính 
chất sau, 
BỒ ĐỀ 2.3. Cño a tà một phán từ đại số trên trường L và g là đa thức 
töï tiểu của a trên L. Cho ƒ € LÍX| là một đa thức có nghiệm a. Khi 
đó, 

() ƒ chía hết cho g, 

() £ = g nếu Ƒ là đa thức chuẩn bất khả quy: 
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HỆ QUẢ 2.4. Mọi đa thức bất khả quy bậc n có n nghiệm phán biệt. 


CHÚNG MINH. Cho ƒ là một đa thức bất khả quy bậc + trong Z[X]. 
Tà có thể giả thiết ƒ là đa thức chuẩn. Khi đó ƒ là đa thức tối tiểu 
của mọi nghiệm của ƒ. Giả sử ƒ không có z nghiệm phân biệt. Theo 
Định lý 1.3 thì ƒ có ít nhất một nghiệm bội. Giả sử nghiệm này là a. 
Ta có thể viết ƒ = (X — a)°h với một đa thức h: nào đó. Khi đó đạo 
hàm 
ƒƑ =?(X—a)h+(X —a)h' 

cũng có nghiệm a. Do ƒ' € L[X] và deg ƒ' = deg ƒ — 1 nên ta nhận 
được một điều mâu thuẫn với tính chất tối tiểu của ƒ. n 





Cho ƒ và ø là hai đa thức bậc dương trong LÍX]. Đa thức › được 
gọi là ước chưng của ƒ và ø nếu ƒ và ø cùng chia hết cho h. Nếu 
4œ không là nghiệm của ƒ và ¿ là đa thúc tối tiểu của ø thì ƒ không 
chia hết cho ø. Do ø là đa thức bất khả quy nẻn ƒ và ø không có ước 
chung bậc dương. Khi đó ƒ và ø có tính chất sau đây. 


BỔ ĐỀ 2.5. Nế ƒ,g không có ước chung bậc dương thì tôn tại hai da 
thúc u,u € L[X] sao cho 

wƒ + ug =1. 
CHÚNGMINH Trước tiên, dùng thuật toán Euclid ta có thể viết ƒ dưới 
dạng ƒ — pợ + q với p,q € LÍX] và degq < degø. Do ƒ,ø không 
có ước chung bậc dương nên ¿ # 0 và ø,q không có ước chung bậc 
dương. Nếu degg = 0 thì q € L. Khi đó 


1, P 

=ï— Sự: 

HÀ Bệ 
Nếu deg ø > 0 thì ta có thể dùng quy nạp để giả thiết tồn tại hai đa 
thức ,1 € L[X] sao cho ứg + g = 1. Thay uq bằng ƒ — upg ta 


nhận được 
1ƒ + (tø — p)g = l. 


Bây giờ ta có thể mô tả các mở rộng đại số đơn như sau 
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ĐỊNH LÝ 2.6. Nếu œ là phần tử đại số trên trường L thì 
L(a) = {7(a)| ƒ € L[X]). 

CHỨNG MINH. - Trước tiên ta chỉ ra rằng tập 
Lí] := {f(«)| ƒ € LX]} 


là một trường. Do Z{ø] chứa ! và đóng với các phép toán cộng trừ và 
nhân nên ta chỉ cần chỉ ra rằng F{a] đóng với phép chia. Do phép chia 
là phép nhàn với phần tử nghịch đảo nên điều này tương đương với 
việc LÍa| đóng với phép lấy phần tử nghịch đảo, có nghĩa là mọi phần 
tử ƒ(ø) # 0 đều có phần tử nghịch đảo ƒ(a)”! € #{a]. Nếu deg ƒ = 0 
thì Ƒ là một phần tử e # 0 trong 7 và tất nhiên là e ! e  € 'Íq. 
Nếu dep / > Ú thì ƒ không chia hết cho đa thức tối tiểu ¿ của œ trên 
L. Đo ø là đa thức bất khả quy, nên ƒ và ø không có ước chung bậc 
dương trong Ú/X]. Theo Bồ đề 2.5 tổn tại các đa thức ¡¿ø € L[X] 
Suo cho 








uƑƒ + uạ= 1. 


Khi đó ứ(ø)ƒ(a) = 1 và đo đó ƒ(œ)”! = u(a) € LÍa]. Vì vậy ta có 
thể kết luận ZÍa] là một trường. Do /{4] C L(a) và (ø) là trường 
nhỏ nhất chứa £ và ø nên ta phải có ⁄(a) = Lía|. I8) 


Định lý trên cho thấy ta có thể biểu điển mọi phần tử của L(a) 
bởi một đa thức ƒ € LjX]. Hai đa thức ƒ¡, ƒ; € LỊX] biểu diễn cùng 
một phần tử của L(œ) khi và chỉ khi ƒ¡ — ƒ; có nghiệm œ. Điều này 
có nghĩa /ị — ƒ› chia hết cho đa thức tối tiểu của ø (Bổ đẻ 2.3). Vì 
vậy. ta có thể mô tả Z(a) hoàn toàn thông qua đa thức tối tiểu của œ 
mà không cẩn biết đến giá trị cụ thể của a.Ï 





Ì Dãnh cho những ai đã học Đại số đại cương: Z(a) là vành thương của Ấ|_X] 
chia cho iđêan sinh bởi đã thức tối tiểu của a. 
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BÀI TẬP. 
2.1. Chứng mình rằng (v4, vb) = Q(& + vŨ) với mọi a,b € Q. 
2.2, Chứng minh ràng (v2, v3, v5) = Q(v3 + v3 + v5). 
2.3. Chứng minh rằng 1+ v⁄3 ¡ là những phần tử căn của Q. 
2.4. Hãy xác định trường phân rã của đa thức .Ý” — c trên © với mọi 
ccQ. 
2.5. Hãy xác định da thức tối tiểu của Ÿ2 trên Q. 
2.6. Cho ƒ,ø€ L[X| là hai đa thức. Giả sử ƒ, ø chỉ có một nghiệm 
chung duy nhất là a. Chứng minh rằng ø € F. 


2.7. Cho ø là một phần tử đại số trên một trường L và r là bậc của 
đa thức tối tiểu của ø trên L. Chứng mỉnh rằng mọi phần tử của (a) 
đều có thể viết một cách duy nhất dưới dạng 


cạáT”! + ca”? +‹‹‹ + er—¡ 
VỚI cụ,....cy_¡ € E, 
2.8. Cho /2 = /((ai.....a„) là một mở rộng hữu hạn. Chứng minh 


rằng 
E= (((ai.....&.)| ƒ € K[X:,.... Xa]}. 
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Chữ, 





FRANCOIS VIẾTE (1540-1603) 
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JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736-1813) 
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Chương 3 


ĐẲNG CẤU 


Trong chương này chúng ta nghiên cứu tính chất của các mở rộng 
hữu hạn. 


Trước tiên ta hãy xét hiện tượng sau; Cho ƒ(X) là một đa thức 
với hệ sở thực. Nếit z là nghiệm phức của ƒ(X) thì số phức liên hợp 
cũng là nghiệm của f(ÄX). 












Với mọi số phức z = a † bi tu gọi ~ bš là số phúc liên 
hợp của z. Tà thấy ngay (z*)* = z và e*" = e với mọi sổ thực e. Từ 
đỉnh nghĩa phép cộng và nhân các số phức ta dễ dàng suy ra: 





(+ z2)” 





Dùng các công thức này ta có thể chứng mỉnh hiên tượng trên như 
sau. Nếu ƒ() = coX" +eiX?~Ì + ... + en thì 


ƒ(')= 





Vì vậy, nếu /(z) = 0 thì ƒ(s*) =0. 


Hiện tượng trên phản ánh mối quan hệ giữa tập các số thực và tập 
các số phức. Ta có thể khái quát hoá hiện tượng trên cho các mở rộng 
trường. Để làm điều này ta cần một vài khái niệm mới. 


Cho 4 và Ø là hai tập hợp tùy ý. Ta gọi một quy tắc ứng mỗi 
phần tử z © A với một phản tử ®(z) € B là ánh xg từ A đến B, ký 


2 
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hiệu là ®: A —+ Ð. Có thể hiểu ánh xạ ®: A — Ö như là một hàm 
với miễn xác định là .4 và miễn giá trị là Z. Nếu các miễn này được 
cho trước thì ta dùng ký hiệu 4 hay z => #(z). 





Sau đây là một số dạng ánh xạ đặc biệt: 

© ® được gọi là đơn ánh hay ánh xa đơn nếu ®{+) = ®(z') kéo 

theo # = #. 

© Ở được gọi là toàn ánh hay ánh xạ lén nếu với mọi  € B đều 

có z € Á sao cho Ö(z) = g. 

« ® được gọi là song ánh hay rương ứng 1-1 nếu ® vừa là đơn 

ánh vừa là toàn ánh. 

Ánh xạ tầm thường nhất là án xạ đồng nhất id 4 ứng mỗi phần 
tử z € 4 với chính z. Hiển nhiên id¿ là song ánh từ 4 lên A. 

Tập #®(4) := {#(z)| z € 4} được gọi là ráp dnh của A. Thực 
chất ® là một toàn ánh từ 4 đến (4). 

Nếu Ø là song ánh thì với mọi phần tử „ € Ö ta có duy nhất một 
phần tử œ € 4 sao cho ®(œ) = . Khi đó, ánh xạ „ › # từ Ö lên A 
được gọi là ánh vạ nghịch đảo của ®, ký hiệu là ®~!, Dễ thấy rằng 
®~} cũng là song ánh. 








VÍ DỤ. 
© Ánh xạ a => ø + Ú¿ là đơn ánh từ R đến © nhưng không phải 
là toàn ánh. 
® Ánh xạ ø + bỉ r› œ là toàn ánh từ C đến # nhưng không phải 
là đơn ánh. 
®© Ảnh xạ ø + bỉ cš a — bí là song ánh từ C đến C. Nghịch đảo 
của ánh xạ này là chính nó. 
Cho X là một trường tùy ý và #, Ƒ là hai trường mở rộng của ⁄Ý. 
Ta hãy xem khi nào Z, Ƒ' có cấu trúc giống nhau. Trước tiên ta phải 
có một quy tắc ứng các phần từ của #, # với nhau, có nghĩa là ta có 
một ánh xạ ®:  —› F. Ánh xạ ® được gọi là đổng cấu của Z trên 
Ä (ký hiệu E/X) nếu ®(a) = a với mọi a € X và ® bảo toàn phép 
cộng và nhân, có nghĩa là với mọi phần tử z,t€ # ta có 


®(Œ# + ) = 9(z) + ®(y), 
#(zu) = #(z)#(y). 
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Mọi đồng cấu ® đều bảo toàn phép trừ và phép chia. Thật vậy, do 
®(r) + ®(—y) = ®{(uT— u) = ®(0) = 0 nên ®(—y) = —®(w). Từ đây 
Suy ra 

®(z — ) = ®(z) + ®(—y) = ®(z) — ®(0). 


)= 9() = 1 và do 





Tương tự, nếu  # 0 thì ®(z)®(y `) = ®(ww 
đó ®(y)~! = ®(y”}). Từ đây suy ra 


®ựz cụ) = ®(2)8(y 71) = 8(2) : 800). 


Do # bảo toàn các phếp toán cộng trừ nhân chia nên ®(E) đóng 
với các phép toán này. Vì vậy ®(?#) là một trường chứa Ứ{ và $ có 
thể coi là một đồng cấu từ £ lên ®(E). Đồng cấu này rõ ràng là một 
toàn ánh. Nó cũng là mót đơn ánh. Thật vậy, nếu z # ÿ thì z — J có 
phần tử nghịch đảo z. Khi đó, 


|P(z) - ®(y)]®(s) = ®( - y)®(z) = ®( - g)z) = ®(1) = 1. 


Từ đây suy ra Œ(z) # ®(w). Vì vậy đồng cấu ® có thể coi là một 
xong ánh từ lên ®(E) 

Đồng cấu ® được gọi là đẳng cấu của #/K nếu ® là song ánh. 
Khi đó, ánh xạ nghịch đảo ®~'; /' —> # cũng là đẳng cấu. Thật 
vậy, ta thấy ngay ®~Ì(a) = a với mọi a € Ñ. Với mọi tu € ` ta 
có #, € E sao cho  = ®(+), = ®(0). Do ®(z + 0) = + 0 và 
®(øy) = uờ nên 


®-!(w +) =xz+=®ˆ'(u) + ®—}(o), 
Ø~Í(wu) = cụ = 6~'{u)®—'{(u). 
Vì vậy ®-! là đồng cấu của F/Ñ. Do #®~! là song ánh nên 6ˆ! là 
đẳng cấu. 


Tóm lại, nếu ®: Z —› Ƒ là đẳng cấu trên #£ thì E, F giống nhau 
theo nghĩa mọi phần tử của #, Ƒˆ tương ứng với nhau từng đôi một và 
sự tương ứng này bảo toàn các phép toán cộng trừ nhân chia. 


Ví bụ. Mối tương ứng giữa số phức z và số phức liên hợp z* là đẳng 
cấu của C/TR. 
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Tà có thể mở rộng đẳng cấu ® thành một ánh xạ giữa các da thức 
như sau. Với mọi đa thức 





†=œX*+jX"”!+-:-+c„ 6 E[X] 
ta định nghĩa 
%(ƒ) := 8(@)X" + ®(e¡) X1 + ‹-- + (6n). 
Do ® là song ánh nên nếu ey # 0 thì ®(cạ) z 0. Từ đây suy ra 
deg ®(ƒ) = deg ƒ. 
Dễ thấy rằng ánh xạ mở rộng ® cũng là song ánh từ #Z|X] lên “iX]. 


Do # bảo toàn phép cộng và nhân trên # nên ta có thể dễ dàng 
kiểm tra thấy ánh xạ mở rộng ® cũng bảo toàn phép công và phép 
nhân trên #[,X], có nghĩa là 


®%(i+ 0) =®(ñ) +90). 
®(/ 2) = ®(h)®Ú)- 


với mọi ƒ,,ƒ; € E(Xj.Ì Từ đây suy ra ánh xạ mở rộng ® cũng bảo 
toàn các tính chất của đa thức. 





BỒ ĐỀ 3.1. Nốit ƒ là đa thức bấi khả quy trong E{(X] thì ®(ƒ) cũng 
là đa thức bất khả quy trong ÈF(XỊ. 


CHỦNG MINH. - Giả sử ®(ƒ) không bất khả quy, có nghĩa là ®(ƒ) = Ø¡#2 
với dep g < deg4®(ƒ), ¿ = 1,3. Do ® là song ánh từ Ƒ|X] lên P|X] 
nên ø = ®(ƒ,). Tà thấy 


®ŒJ) = ®Ứ\)®(s) — øiø = ®(). 
Từ đây suy ra ƒ = /¡ƒ¿. Do deg ƒ; = deg ø, < deg ®(ƒ) = deg ƒ nên 


ta nhận được một điều mâu thuẫn với tính bất khả quy của ƒ. ¬ 


† Dành cho những ai đã học Đại số đại cương: ánh xạ mở rộng ® là một đồng 
cấu vành từ Z[X] vào Ƒ† 


XỊ. 
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BỒ ĐỂ 3.2. Nếi a€ E là nghiệm của đa thức ƒ € E[X] thì ®(a) là 
nighiem ca đạ thức ®( ƑÌ. 


CHỦNG MINH. Do ® bảo toàn các phép toán cộng và nhân nên 


®(7)(®(a)) = #(e)®(a)? + ®(e¡)®(c)"”! +- 


=8(6j” + eja"^'‡ 





-+9(e,) 
#(j(a)) = ®(0) =0. 





n 


HỆ QUẢ 3.43, Nếu a € E là nghiêm của đa thức ƒ 6 K[X] thì #{a) 
cũng là nghiệm của ƒ 


CHỦNG MINH. Tà có ®(ƒ) — ƒ do ®(e] = c với mọi c € K. n 


Hệ quả trên giải thích hiện tượng nếu một số phức là nghiệm của 
một đa thức với hệ số thực thì số phức liên hợp cũng là nghiệm của 
đu thức đó. 

Như vậy là ta có thể dùng các đẳng cấu trường để xác định nghiệm 


của đa thức. Văn để tiếp theo là làm thể nào để xác định các đẳng 
cấu của một mở rộng trường. 





a„) là một trường mở rộng của . Bồ đề sau 
g cấu của E/M đều được xác định hoàn toàn 
bởi tập ảnh của øi,.... đự,. 


BỒ ĐỀ 344. Cho ® là một dẳng cẩu tùy ý của E/K. Tạ có: 

Œ)_ ®(E) = K(®(m)..... ®(a,)), 

Gì) Nếu W là một đẳng cấu của E/K thoả mãn điều kiện \U(a¡) — 
9(áj), ¡ = 1,....n, thì W = ®. 


CHÚNG MINH.- đ) Theo Bổ để 2.1 ta có 


Bị P,Q€ KIX:,... Xu]; Q(ai,...,an) # 0Ì. 
tụ 
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Do ® giữ cố định các hệ số thuộc và do ® bảo toàn các phép tính 
cộng trừ nhân chia nên 


(Pfen—ses) _ ®P(m.-...8u)) — P(®(m),.... ®(a„)) 
Qían,..., an) %(Q(an. .... aa)) Ø0) 8lan))” 


Chú ý rằng Q(ai,...d„) # 0 khi và chỉ khi Q(®(ø),...®(a„)) = 
®(@(m....aa)) # 0. Vì vậy ®(E) chính là tập các phần tử dạng 


P(®(m), (an) ới 
—— ới Q(®{(aø. 3 #®(z„)) z 0. Theo Bổ đề 2.1 thì 
Di DU ') Adobe 
tập này chính là trường # (®(an)....., ®(2„.)) 

(ii) Nếu Ÿ là một đẳng cấu của Z/ thoả mãn điều kiện W(a,) = 
3$(œ), ¡ = 1,...,s, thì 











P(at,...an), — P(W(øi).... (an 
(Gấu, sa đạ) — Q(W (&):. . 
P(®(a)), Pím 8n), 

s Q(®(a (nu. + ®m) 


Điều này chứng tỏ (+) = ®(z) với mọi z € E. D 














)) 
)) 
(a,)) — 
)- 





®(a„ 





Giả sử  = (an 
thể xác định được tất cả c 
cần đến các khái niệm sau 


+) là một mở rộng hữu hạn của íÝ. Tà có 
c đẳng cấu của E/W, Để làm điều này ta 


Cho U € Z là một trường chứa 7€. Với mọi đẳng cấu ® của E/M 
ta ký hiệu $; là ánh xạ ®z(c) := ®(c) với mọi e € Ƒ.. Ánh xạ này 
được gọi là ánh xạ thứ hẹp của ® trên L. Dễ thấy rằng ®; là một 
đẳng cấu của L/K. Ngược lại, cho trước một đẳng cấu ¿ của i/K. 
ta gọi đẳng cấu ® của #£/ là một đẳng cẩu mở rộng (của) ¿ nếu 
¿ =®_. 


Ví DỤ. Mỗi đẳng cấu của E/ có thể coi là một mở rộng của ánh xạ 
đồng nhất id„ của X. 

Cho ở là một đẳng cấu tày ý của Z//{. Đặt ¿ụ := id¿ và ký hiệu 
¿¡ là ánh xạ thu hẹp của ® trên trường #/(ø,....đ;). ? = 1,....m. Ta 
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có thể hiểu ® như một sự mở rộng lẩn lượt id„ thành các đẳng cấu 
#¡ sao cho ¿¡ mở rộng ÿ,_¡, ¡ = 1....,n. Vì vậy ta có thể xác định 
c đẳng cấu của E/W nếu ta có thể xác định được tất cả 
lảng cấu của W(a¡.....ø,) mở rộng một đẳng cấu cho trước của 
+@-i}. Do K(đy,..vú,) = K(ay....a¿—¡)(4;) nên ta có thể 
ết các đẳng cấu này về việc xét các đẳng cấu mở rộng của 
một trường dạng L(a)/M. 












ĐỊNH LÝ 3.5. Cho L là mội trường chứa lÝ và @ là một đẳng cấu của 
LẠN. Cho a là một phần tử đại số trên L và g là đa thức tối tiểu của 
a trên L 

Ú) Nếu ® là một đẳng cấu của L(a&)/N mở rộng ý thì ®(a) là 
nghiệm của 22(9). 

tì) Với mỗi nghiệm b của ý(g) tồn tại một và chỉ một đẳng cấu 
$ của L(a)/Ñ mở rộng @ thỏa mãn điển kiện ®(a) = b. 
CHƯNG MINH (ï) Theo Bổ đẻ 3.2 thì ®(a) là nghiệm của ®(ø). Mật 
khác, ®(ø} — ¿(ø) vì ø có hệ số trong E mà ®(e) = +(e) với mọi 
c€l. 

(ii) Theo Định lý 2.6. với mọi phần tử z € /(a) tồn tại một đa 
thức ƒ € LÍX] sao cho z = ƒ(a). Đặt ®(z) := ¿(ƒ)(b). 

Phần từ ®(z) không phụ thuộc vào cách chọn ƒ. Thật vậy, nếu 
h € LỆXN] là một đa thức khác thỏa mãn điểu kiện z = ®(a) thì 
(b = /)(a) = h(a) = ƒ(4) =0 Do ø là đa thức tối tiểu của a nên 
h — ƒ chia hết cho ø. Từ đây suy ra ¿(h — ƒ) chia hết cho ¿(g). Do 
2(g)(ð) = 0 nên ¿(h — ƒ)(b) = 0 và do đó g(h)(b) = #(f)(0). 

“Theo định nghĩa trên ta có ®(c) = ¿(e) với mọi e € ,. Từ tính 
chất ¿ bảo toàn phép cộng và nhân các đa thức ta suy ra được 

®(ñ(ø) + 2(4)) = ĐC + 2)(a)) = 2ñ + ƒ2)0) 
= yữ)0) +#(2)(b) = ®(f(4)) + ®(2(4)), 
®(fi(a)/2(a)) = ®(2)(4)) = eŒJ3)(9) 
= £(f)(a)e(W)() = #®(fi(a))#(0a(e)) 

với mọi ƒ\, ƒ € LÍX]. Vì vậy, ® là một đẳng cấu của [(a)/IÝ mở 
rộng #. 
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Nếu W là một đẳng cấu của U(a)/ mở rộng ý với W(a) = Ò thì 
Ụ = ® theo Bổ để 3.4 (). Vì vậy #® được xác định một cách duy 
nhất bởi điểu kiện ®(a) = ở. Bị 


Định lý trên cho ta một tương ứng I-l giữa các đẳng cấu của 
L{(a)/K mở rộng ợ với các nghiệm của đa thức ¿(g). Đặc biệt, ta 
chỉ cần đếm số nghiệm phân biệt của ¿(ø) để tính số các đẳng cấu 
này. Do ø là đa thức bất khả quy nên ¿(ø) cũng là đa thức bất khả 
quy (Bổ đề 3.I). Vì vậy ¿(ø) có deg¿(ø) nghiệm phân biệt. Do 
deg g(g) = degg nên /(a)/K có đúng dez ø đẳng cấu mở rộng ý. 


Trong trường hợp U = và ¿ = id/ ta có một tương ứng I-l 
giữa các đảng cấu của /€(a)/K và các nghiệm của đa thức tối tiểu 
của ø trên Ứ{. 


Ví pụ. Tà thấy X? + 1 là đa thức tối tiểu của ¿ trên R. Do X? + 1 có 
hai nghiệm là +¡ nên C = R(¿) chỉ có hai đẳng cấu và W trên 3 
ứng với các điểu kiện ®(¿) — ¿ và W(¿) = —¿. Dễ thấy rằng hai đẳng 
cấu này chính là ánh xạ đồng nhất ¡dc và ánh xạ ứng số phức với số 
phức liên hợp. 


HỆ QUÀ 3.6. Cho ƑL là một trường chứa 1< và E là một mở rộng lưới 
hạn của L. Mọi đẳng cấu của L/K đều có thể mở rộng thành một 
đẳng cấu của E/K. 


CHỦNG MINH Giả sử  = L{(a,...,aa) và a¡ là phần tử đại số 
trên Ứ(ai...,đ_¡) với mí = 1,...=. Tà đã thấy mỗi đẳng cấu 
của L{(œi,..,a¡_4)/W đều có thể mở rộng thành một đẳng cấu của 
L{øt,...v@;)/W. Vì vậy mọi đẳng cấu của L/M đều có thể mở rộng, 
đần thành một đảng cấu của E/K. ImÌ 








HỆ QUẢ 3.7. Cho œ là một phản tử đại số trên W và E là một mở 
rộng hữu hạn của K(a). Với mọi nghiệm b của đa thức tối tiểu cửa œ 
trên K tổn tại một đẳng cấu ® của E/K sao cho ®(a) =b 


CHỨNG MINH. Trước tiên ta có một đẳng cấu ¿ của K(z)/K với 
@(ø) =b. Sau đó ta mở rộng đẳng cấu này thành một đẳng cấu ® của 
Đ/R. n 
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Bảy giờ tà sẽ ấp dụng các kết quả trên để xét số các đẳng cấu của 
một mở rộng hữu han. 





ĐỊNH LÝ 3.8. Cho E = K{(a,,....a„) là một mở rộng hữu hạn của E, 
trong đó a, là phản tứ đại số trên K(ay.....dị—1), ¡ = 1,....m. Gọi rị 
là bậc của đa thức tối tiểu của a; trên lK(m\,....a;—¡). Khi đó E/K 





có đúng rị +*'r„ đẳng cấu, 


CHỦÚNG MINH — Mỗi đẳng cấu của Z/X nhận được bằng cách mở 
rộng lần lượt một đẳng cẩu của #{(ai.....a¡_¡)/IÝ thành một đẳng 
cấu của Ñ(m.....a,)/M, ¡ = 1,...m. Ta thấy mỗi đẳng cấu của 
N(m.....d, 1)/Ñ có đúng r¡ đẳng cấu mở rộng lên /C(ay,...,.a¡)/Ñ. 
Vì vậy, F/N có đúng ?\ -:-„ đẳng cấu. ñ 








Tà gọi sổ các đẳng cấu của E/W là bác của Z/K, ký hiệu là 
¡K11 
CHỦ Y, Do Ñ/ chỉ có một đẳng cẩu là ánh xạ đồng nhất nên 
[K:XJ=t 

Tà có thể coi Í#': K] là số đo đó lớn của E so với N. 
HỆ QUẢ 349. Cho 7 là một mở rộng hữu hạn của EC và E là một mở 
rộng hữu hạn của L. Tu có 

q) 1= N nếu [L: KÌ = 1. 

d0 (E:K| =|E: LỊ-[L: KỊ. 











CHÚNG MINH — Giả sử L = N(ay......,) và E 
trong đó a; là phần tử đại số trên Í(ưi,..., œ,), ¿ — 1,...,s +†. Gọi r¡ 
là bậc của đa thức tối tiểu của a, trên W(a¡,.. }. 

đ) Nếu [L: X] = 1 thì r ?„ = 1. Đa thức tối tiểu của một 
phần tử a trên Ñ có bậc I khi và chỉ khi a € ƒÃ. Vì vậy ay,...,ø, € 1Ý 
và do đó U= K. 

đỉ) Ta có 


(E:K] =ri-+ Tu, [E: L] =Ta+t c-Ÿgèa, [DL: K] =t-- crạ. 


T(,+1...., 0+v). 














† Dành cho những ai đã học Đại số tuyến tính: người ta thường định nghĩa ÍE : K] 
là chiều của Ñ-không gian véc tơ /. 
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Từ đây suy ra ngay được công thức (E: K] =[E:LÌ-L:N). 


Từ các kết quả trên ta còn suy ra được những tính chất sau của 
các mở rộng hữu hạn. 
ĐỊNH LÝ 3.10. Cho E là một mở rông hữu hạn của K. Tạ có 

() Mọi phản tử của E đều là phần tử đại số trên K, 

đi) Mọi trường LC E chứa K đêu là mở rộng hữu hạn của ÁN. 


CHÚNG MINH.  (ï) Cho ø là một phần tử tùy ý của #. Ta có 





Š Pa) đời 
Kí) ={ |P.Qe KỊX), Q(a) #0}. 
0) = {Sa LXi, đ) 
Giả sử a không phải là phần tử đại số trên Ñ. Với mọi »® > Ú ta định 
nghĩa 
Pí(a) P(a") 
®„(———):= 2 
(@)) '” đám) 
Chú ý rằng Q(a") # 0 vì nếu không thì œ sẽ là nghiệm của đa thúc 
@(X”). ®„ là ánh xạ từ X(a) vào Ñ(a"). Thật vậy, nếu 


P{(a) _ ƒ(a) 


(4) — gía) 
với ƒ,g € NÑ[X], u(a) # 0, thì (Pø — Qƒ)(a) = 0. Do ¿ không là 
nghiệm của bất kỳ một đa thức khác không nào nên 72 —- Qÿ = 0. 
Vì vậy (Pø — Qƒ)(a") = 0 và do đó 











P(e") _ ƒ(a) 
Q(a")  g(a")” 


Rõ ràng là ®„(e) = e với mọi e € j{ và ®„ bảo toàn phép cộng và 
phép nhân. Vì vậy ®„ là một đẳng cấu của #X⁄(z)/W. Theo Hệ quả 
3.6 ta có thể mở rộng ®„ thành một đẳng cấu của Z/. Do ø không 
là phần tử đại số trên #Ý nên ®„(a) = 4” # a” = #„(a) vưới mọi 
rnz#n. Vì vậy ta nhận được một điều mâu thuần là # có vô hạn các 
đẳng cấu trên K. 
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(ii) Ta có thể giả thiết E # !Ý. Chọn a là một phần tử tùy ý của 
+ K. Theo (ï) thì œ là phản tử đại số trên #. Gọi r là bậc của 
đa thức tối tiểu của a. Do ø ế K nên r > 2. Theo Định lý 3.8 thì 
N(a): W) =r. Vì vậy 





K] 
K(a): R] 





[E : K(a)| = <[E: K] 

Do È là một mở rộng hữu hạn của /Ý(a) và K(a) C L nên dùng quy 
nạp theo bậc ta có thể giả thiết L là một mở rộng hữu hạn của X⁄(a). 
"Từ đây ta thấy ngay U là một mở rộng hữu hạn của /Ý. Jm) 


BÀI TẬP. 
3.1. Cho # là một mở rộng căn của X và ® là một đẳng cấu của 
E/N. Chứng mình rằng ®(E) cũng là một mở rộng cản của #. 
3.2. Cho / € K[X] là đa thức bất khả quy có một nghiệm nằm trong 


một mở rộng căn của M7. Chứng minh ràng ƒ giải được bằng căn thức 
trên `. 





3.3. Hãy xác định tất cả các đẳng cấu của trường Q(Ÿ2) trên Q và 
các ánh của Ÿ⁄4 qua các đẳng cấu này. 

3.4. Cho ø là nghiệm của đa thức bất khả quy ƒ € K|X]. Chứng 
mình rằng (X(a) : K] = deg Ƒ 

3.5, Cho ƒ là đa thức bậc ø trong #X{X] và # là trường phân rã của 
ƒ. Chứng mình rằng [ : /{| < m. 

3.6. Cho Ƒ, là mở rộng hữu hạn của ý và a € 7 thỏa mãn điều kiện 
®(a) # a với mọi đẳng cấu ® của L/K, ® # id;. Chứng minh rằng 
L= Ra) 





3.7. Chứng minh rảng mọi mở rộng hữu hạn của một trường /{ đều 
có thể nhúng vào trong trường phân rã của một đa thức trên K. 


3.8. Chứng minh rằng mọi mở rộng hữu hạn đều là mở rộng đại số 
đơn. 
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CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) 


Chiứmg 3. Đẳng cẩu 





Chương 4 
TỰ ĐẲNG CẤU 


Cho # là một trường tùy ý và # là một trường chứa /v. Để cho 
gọn ta gọi # là một frưởng phản rã trên KÝ nếu # là trường phân rã 
của một đa thức trên #Ý, Các trường phân rã có đặc trưng sau. 


BỔ ĐỀ 4.1. Cho d¡,....d„ là tập nghiệm của đa thức ƒ € K[XỊ] và 
E = N(ây,....aa). Với mọi đẳng cấu ® của E/ ta có 

{®(a),.... ®(a„)} = {ai,.... đ„} 
và ®(E) = E, 


CHÚNG MINH. Do #®(ai),...,(a„) cũng là nghiệm của ƒ (Hệ quả 
3.2) nên {®(ai),....®(d„)} € {a,....a„}. Do ® là song ánh nên 
®(ø¡),.... ®(a,} đều khác nhau. Từ đây suy ra {®(@))..... ®(đ„)} = 
{1....d„}. Theo Bổ để 3.4 () thì 





®(1) = R(®(ái)...., Đ(&„)) = JÝ(@,..., đu) = 





ñ 


Tà gọi một đẳng cấu ® của £/Ñ là tự đẳng cấu nếu ®(E) = E. 


ĐỊNH LÝ 4.2. Trường Ú} là một trường phân rã khi và chỉ khi J} là mở 
rộng hữu hạn của K và mọi đẳng cấu của E/N là tự đẳng cấu. 


CHÚNG MINH Ta chỉ cần chứng minh phần đảo. Giả sử # = 
Ấ(b¡,....bạ) là một mở rộng hữu hạn và mọi đảng cấu của E/K 


4I 
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đều là tự đẳng cấu. Theo Định lý 3.10, ¿,.... b„ là những phần tử dại 
số trên Ý. Ký hiệu ø, là đa thức cực tiểu của b,. ¿ = 1,....m. Cho Ù là 
một nghiệm tùy ý của ø,. Theo Bổ để 3.7 tổn tại một đẳng cấu ® của 
E/K sao cho ®(b,) = b. Theo giả thiết thì ®(E) = £. Do b € ®(£) 
nên b€ #, Điều này chứng tỏ mọi nghiệm của ø¡ đều nằm trong E. 
Vì vậy, P là trường phân rã của đa thức 4) :- : đạ. lãi 





HỆ QUẢ 4.3. Cho E là một trường phân rã trên K và ƒ là một đa 
thức bất khả quy trong K[X]. Nếu E chứa một nghiệm của ƒ thì F 
chứa tất cả các nghiệm của ƒ. 





CHÚNG MINH. Cho ø và Ö là hai nghiệm tùy ý của ƒ. Tà có thể giả 
thiết ƒ là đa thức tối tiểu của a,b. Giả sử a € #. Theo Bồ đẻ 3.7 tồn 
tại một đẳng cấu ® của E/ sao cho ®(a) =b. Do # là một tự đẳng 
cấu nên b € Đ(E) = E. IãÌ 








Gọi G(#/K) là tập các tự đẳng cấu của /2//. Với mọi ó, € 
G(E/R) tà có ánh xạ hợp thành @œ được định nghĩa bởi quy tác 
@ú(#) := ó(0(+)) 


với mọi # € 7. Có thể thấy ngay øi/ lại là một tự đẳng cấu của /2/N. 
Ta coi ánh xạ hợp thành như là một phép nhân trong G(#/K). Dễ 
thấy rằng phép nhân này thỏa mãn ái kế? hợp, có nghĩa là 





2(0&) = (¿0)€ 






với mọi v£€ G(E/Ñ). Ánh xạ đồng nhất idz có thể coi là phẩm 

tử đơn vị vì 
điđr =idró=ó 

với mọi ở € G(ƑE/NW). Do ø là một song ánh nên ¿ có ánh xạ nghịch 

đảo ó~'. Dễ thấy rằng ó` cũng là một tự đẳng cấu của G(E/) và 

ta có thể coi @~! là phẩn nử nghịch đảo của ð Vì 


1 


đó"' = ó"ó = idr. 


Các tính chất trên của G(E/) dân ta đến cấu trúc nhóm. 
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Cho Ở là một tập hợp tùy ý. Một phép roán + trong Œ là một quy. 
tắc ứng mỗi cặp phần tử z,¿ € G với một phần tử của Œ, ký hiệu 
là z +. Tà gọi Ở là nhóm với phép toán « nếu Œ thoả mãn những 
điểu kiện sau: 








œ Phép toán có luật kế! hợp, có nghĩa là (z * 1) + z = # * (w * z) 
với mọi phần tử z, ,z € 
@ Tần tại một phán tử đơn vị e € Œ có tính chất exa = xe = 





với mọi # € 4; 


œ@ Mọi phần tử z 
tính chất + » + 


đều có pluẩm rử nghịch đảo z~! € G với 
1 
*+z=eẰ. 











Phép toán + của nhóm thoả mãn /ưát giản wớc bên irái, có nghĩa 
là từ đẳng thức z< = #*z ta sẽ suy ra được ¿/ = z. Thật Vậy, ta có 
z. Tương tự, nhóm thoả mãn /ưật 
giản tác bên phải, có nghĩa là từ đẳng thức ụ * # = z* z tạ suy ra 
được  = š. Hệ quả là nhóm chỉ có duy nhất một phần tử đơn vị vì 
nếu €Ô*z= 6*z = # thì £ = e. Tương M # chỉ có nhất một 
phán tử nghịch đảo vì nếu ø * / =z+# ctiy=z"! 


=ø lwazv=s-laes 





















9t nhóm chỉ gồm một số hữu hạn phần tử thì ta gợi 
G là nhóm hữu hạn và số phần từ |G| của G là cáp của G. 

Một tập H C Ở được gọi là nhóm con của Ở nếu H có cấu trúc 
nhóm với phép toán của Œ, 





Nêu #2 là trường phân rã của đa thức ƒ € K{X] thì ta dùng ký 
hiệu Œ(ƒ/) thay cho G(E/K). Tà gọi G(ƒ/Ñ) là nhớm Galois của 
ƒ (hay của //N). Theo Định lý 3.8 thì G(Ƒ/X) là một nhóm hữu 
hạn với 


JGŒ/K)| = |E: Kì. 


Tà có thể mô tả Ớ(ƒ/MÝ) như là một nhóm con của nhóm các 
chuyển vị của tập nghiêm của ƒ. 


Cho 7 là một tập hợp tùy ý. Ký hiệu Š(7) là tập các song ánh từ 
T lên T. Có thể thấy ngay ánh xạ hợp thành của hai song ánh của 
S(7) lại là song ánh của $(7). Vì vậy, ta có thể coi ánh xạ hợp 
thành như là một phép nhân trong tập (7). Dễ thấy rằng 6(7) là 
một nhóm với phép nhân này. 
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Cho 7 = {ay.....a„} là một tập gồm hữu hạn phần tử. Với 
mọi song ánh ® từ 7 lên 7 ta có {®(ø¡),....®(œu)} = 7. Vì vậy 
®(a),.... ®(ứ„) là một sự xắp xếp lại dãy ø,..., ứy theo một thứ tự 

á y ất ® với dãy ®(øi),.... ®(đn) 
của đây ay,....a„. Khi đó, S(T) được 
gọi là nhóm các chuyển vị của 7 hay của dãy ơy...., đự. 












Ví DỤ. Giả sử T= {1,2}. Tà thấy ngay nhóm S(7) chỉ gồm có ánh 

xụ đồng nhất và ánh xạ tráo hai phản tử 1,2 cho nhau. Các ánh xạ 

này ứng với hai chuyển vị 1,2 và 2,1 của dãy 1, 2. 

Cho 7 = {ai,..,a„} là tập nghiệm của đa thức ƒ € K{!|. Với 
mọi ® € G(ƒ/K) ta ký hiệu ®r: 7 -+ 7 là ánh xạ ®+Ía;) = q¡, 
¡= 1... (ánh xa thu hẹp của ® trên 7). Do {®(ø¡)...., ®(a„)} = 7 
(Bồ đẻ 4.1) nên ®z là một chuyển vị của 7. Dễ thấy 








(Đ)z = ®yW+ 


với mọi W € G(ƒ/KW). Vì vậy. ánh xạ ® => ®z là một đồng cấu từ 
nhóm G(ƒ/K) vào nhóm S(T). 





Cho Ở và #ƒ là hai nhóm với phép toán cùng ký Ì 
nhân. Tà gọi một ánh xạ z: Ở => #ƒ là đổng cấu 
phép nhãn, có nghĩa là 


bởi phép 
T bảo toàn. 





z(ry) = z()(y) 
với mọi phần tử z, € Œ, 


Ký hiệu e¿ và cụ là các phần tử đơn vị của Ở và /f. Tà thấy 








T(eø) = t(sg)”Ìm(ea)x(e@) = z(eg)”`(eg) = em, 


®(Œ~') = ã(#)~!z(£)m(œ~!) = m(œ)~'m(eœ) = œ(#)*1. 





Điều này có nghĩa mọi đồng cấu nhóm bảo toàn phẩn tử đơn vị và 
phần tử nghịch đảo. 

Nếu + là đơn ánh, ta gọi z là đơn cấu. Nếu x là 
œ là toàn cấu. Nếu x là 





ăn ánh, ta gọi 
ng ánh, ta gọi z là đổng cấu và ta nói 






† Các sách trước đây dùng từ hoán vị. nhưng từ này dùng cho việc tráo vị trí hai 
phần tử thì đúng hơn. 
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Œ đẳng câu với H, ký hiệu là Œ  . Giống như đẳng cấu trường, 
ảnh xạ nghịch dịo øÌ; /7 + Ở cũng là đẳng cấu và ta có thể đồng 
nhất hai nhóm Œ và /J với nhau. 


VÍ DU. Cho 7?! — {a¡.....a„} và z là 
dãy phần tử ơi...... dụ Với dãy 

ám Š(7) và nhóm c; y 
ấu trúc của nhóm S(7) chỉ phụ thuộc vào n. 
các nhóm này là øióm đới xứng Sà. 








Với mọi đồng cẩu z: G —+ H ta thấy tập ảnh x(G) là một nhóm 
con của Íƒ, Vẻ mặt bản chất đồng cấu là một toàn cấu từ Œ lên 
x(Œ). Nếu x là đơn cấu thì Ở > x(G). 





BỒ ĐỀ 4.4. Cho 7 = {ay....a,} là tập nghiệm của da thức ƒ € 
N(XI. Ánh xạ ®s+ ®y là một đẳng cấu của nhóm G(ƒ/Ñ) với một 
nhắm con của nhóm S(T). 


CHÚNG MINH.- Tà đã thấy ánh xạ ® —› ®z là một đồng cấu từ G(ƒ/M) 
vào S(7). Đỏng cấu này là đơn cẩu theo Bổ đẻ 3.4, ñ 


VIDỤ. Giả sử ƒ = X?~pX ~ 4 có hai nghiệm ø› £ Ñ. Do 
đạ ——=p—øy nên X(øy) là trường phân rã của ƒ. Do ƒ là đa thức tối 
tiểu của ø, nên X(ø¡) chỉ có hai tự đẳng cấu ứng với các điều kiện 
(¡ => ứ,2. Thú hẹp của các tư đẳng cấu này trên tập nghiệm của ƒ là 
chuyển vị đồng nhất ø¡.ø¿ và chuyển vị tráo hai phần tử ø¿,ứi. Do 
S¿ chỉ có hai chuyển vị nên ta có thể kết luận G(ƒ/K) 








Nhóm Galois có thể thay đổi nếu tà mở rộng trường cơ sở. 






Ví DỤ. Xết đa thức ƒ = X?- 2. 





Ỷ* Ÿ£. trong đó ;) là trường 
phân rã của ƒ trên Q. Dễ thấy rằng c là nghiệm của đa thức bậc hai 
Ä?+X +1. Doz £Q nên Ä? + X + 1 là đa thức tối tiểu của = trên 


9. Dùng dẳng thức 
ƒ=(X- Ÿ@\(X - eŸe\(X -£?Ÿe) 


ta có thể đẻ dàng kiểm tra thấy ƒ không có ước bậc dương trong 
3().|. Vì vậy ƒ là đa thức bất khả quy và đo đó là đa thức tối tiểu 
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của Ÿ2 trên Q(z). Do deg ƒ degø = 6 nên trường Q(e, ÿC) có 6 tự 
đẳng cấu trên Q (Định lý 3.8). Mặt khác. ta lại biết G(ƒ/Q) đảng cấu 
với một nhóm con của Š¿. Do Š; có đúng 6 phần tử nén ta có thể kết 
luận G(ƒ/9) % S¡. 

Theo Hệ quả 3.7, trường ©( 
ứng với các điều kiện ÿ@ + £ 
đẳng cấu này trên tập nghiệm ø; 
các chuyển Vị đ,dạ,đạ; dạ,đs.ứ; đ.@.đ2. Vì vậy, các chuyển vị 
này lập nên một nhóm con của Š¿. Người ta ký hiệu nhóm này là .1;. 
Tóm lại, G(ƒ /Q()) % 4la. 





'Ÿ£) có đúng 3 tự đẳng cấu trên Q() 
£, 1 = .1,2. Thu hẹp của các tự 









Có nhiều cách biểu diễn các chuyển vị của nhóm đối xứng. Trước 
tiên, ta gọi một chuyển vị ® € S„ = Š(T) là một cl trình cấp t 
nếu tồn tại một dãy phần tử z,....z¿ € 7 xao cho #(z;) -] VỚI 
J=1,. t— 1, ®(x¿) = zrị và 9(z) = r nếu zr # 7ị 
đó tạ ký hiểu ® là (zì.....+¿). Chủ trình cấp 1 là ánh xạ đồng nhất. 
Mọi chủ trình cấp 2 chỉ đổi vị trí của hai số với nhau, và vì vậy được 
gọi là hoán vị} 









VÍ DỤ. ,9¿ gồm những chuyển vị sau: 
đị, đạ, đả; 02, 03,0: 3,1, đại Œị, dạ, dạ; đậy), tại đa, dạ, 
Các chuyển vị này lần lượt là các chu trình 
(ai); (a\đa.43): (&ivas.d2): (dzvfaa): (61,42); (đ,43). 


Sau đây ta sẽ chứng mình zượi chuyển vị đếu là tích của các hoán 
ví, Trước tiên ta thấy rằng mọi chủ trình (z¡,....z¿) đều có thể viết 
thành tích của các hoán vị như sau: 





(2... #U) = (Œi#2)(Z2, #3)...(#v<ts #4). 
Vì vậy ta chỉ cần chứng mỉnh mọi chuyển vị đều là tích của các chủ 
trình. 
Cho ® € ŠS„ là một chuyển vị tùy ý. Cổ định một phẩn tử 
œ nào đó của 7. Ký hiệu ¿ là số nhỏ nhất sao cho các số z = 








†Các sách khác thường dùng tên chuyển vị, nhưng dùng tên hoán vị sẽ hợp lý 
hơn. 
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®9(z|.®(+), ĐỀ 
tại một số ¡ (0 
lụ 8 TWœ} = Ẹ 
¡—Ô. có nghĩa là ®'(+) = 


$! (+) khác nhau từng đói một. Khi đó tồn 
¿ <†— l) sao cho #'(r) = #'(z). Từ đây suy 
° Theo định nghĩa của f ta phải có 


















Đặt 
4=z.8(x),®2(r),....®f”!(z)}. 

Nếu / =¡ thì tạ phải có A = 7 và do đó 
©=(.®(zr).®°Œ).....®' L(z)). 


Nếu † < na 







lập 
các phần tử của . và 


4. Gọi # là phép chuyển vị giữ nguyên 
h xạ thu hẹp của ® trên Ö. Khi dó 





ũng 
®= (+, ®(z),®°(z)..... Ð!(z)} - W. 
Ta có thể coi như là một phép chuyển vị của j3. Do số phấn tử 


của / nho hơn ø nên dùng quy nạp ta có thể giả thiết W là tích của 
các chu trình. Vì vậy, © là cũng là tích của các chu trình. 


Nếu nhóm Galois chứa tất cả các hoán vị nghiệm thì nhóm này 
chính là nhóm đối xứng. Tà có thể sử dụng điều này để tìm các nhóm 
Galois đẳng cấu với nhóm đối xứng. 

ĐỊNH LÝ 4.5. Cho Ñ C T3 và ƒ € N[X] là một đa thức bấi khả qñy 


với dep ƒ =n >3. n là một số nguyên tổ và ƒ có đúng n — 2 
nghiệm thực thì G(F/N') % Sụ. 





CHỦNG MINH Do ƒ là đa thức bất khả quy nên ƒ có ?› nghiệm phân 
biệt theo Bồ đẻ 2.4. Gọi ø,....a„ là các nghiệm của ƒ. Do ƒ có hệ số 
thực nên nếu ƒ có nghiệm øz thì số phức liên hợp 4” cũng là nghiệm 
của ƒ. Do ƒ có đúng + — 2 nghiệm thực nên hai nghiệm phức còn 
lại là hai số phức liên hợp với nhau. Ta có thể giả thiết ø¡,a; là hai 
nghiệm này. Ta đã thây ánh xạ ứng mọi số phức với số phức liên hợp 
là một tự đẳng cấu của C/E. Gọi W là ánh xạ thu hẹp của tự đẳng 
cấu này trên trường phân rã của ƒ. Theo Định lý 4.2 thì W là cũng là 
một tự đẳng cấu. Do W chỉ tráo hai nghiệm ø;,d› và giữ nguyên các 
nghiệm thực khác nên \W = (øy.a¿) trong S„. 





Tà sẽ dùng khái niệm quan hệ tương đương để chia a¡....., a„ thành 
những lớp phần tử không giao nhau. 
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Cho 4 là một tập tùy ý. Ta gọi mót mối hệ r ~ z/ giữa các 
phần tử z. của 44 là qưan hệ rương dương trên .1 nếu nó thoả mãn 
các điểu kiện sau: 





°« œ~z trính phản xạ), 
« Nếu z ~ thì y ~ # (rỉnh đối xứng), 


& Nếu g ~g và y^~ z thì ø ~ > tính bắc cẩn). 


Ký hiệu C; là lớp các phần tử z ~ +. Do z ~ z nên # € Cz, Suy ra 
mỗi phần tử của 4 dểu nằm trong lớp một lớp tưng đương nào đó. 
Nếu Œ; và Œ„ giao nhau thì tồn tại z“ sao cho z“ ~ z và z“ ~ . Từ 
đây suy ra z ~ z” và đo đó z ~ ¡. Khi đó. mọi phần tử z ~ # cũng 
thỏa mãn điểu kiện z ~ . Vì vậy C„ C C„. Tương tự, ta cũng có 
Cự € Œz và đo đồ C„ = Cụ. Tóm lại, các lớp phản tử tương đương 
chia ⁄4 thành các tập con không giao nhau. 





Tà quy ước hai nghiệm œ„,; là liên kết với nhau nếu : = j hay 
(a,,aj) € G(ƒ/K). Dễ thấy rằng mối liên kết này có tính phản 
tính đối xứng. Mối liên kết này cũng có tính bác cấu. Thật vậy, nếu 
(an, &,)‹ (a,a;) € G(ƒ/Ñ) thì 





(&n;aj) = (au @j)(&,@)(a,,aj) 6 G(J/R) 


do G(ƒ/N) đóng với phép lấy ánh xa hợp thành. Tóm lại, quan hệ 
liên kết chia ơi,.... đ„ thành các tập con không giao nhau. 

Ký hiệu Œ,, là tập các nghiệm liên kết với a/ Với mọi ® € 
G(Ƒ/N) và a¡, € Cự, ta có đẳng thức 


(Đ(a;),®(a,)) = ® - (dj, a,) - ®>}. 


Nếu œ, # da; thì (d;,a„¿) € G(ƒ7/Ñ) và do đó (®(a,),®(a,)) € 
G(//N). Điều này có nghĩa là ®(œ,) € C¿¿„). Từ đây suy ra 
®(Cu,) C Cu„„„;. Nếu ta ký hiệu số phần tử của một tập Œ với 
|G| thì |Ca,|Í < |Cswsl. Do &; = ®*!{(®(«;)) nên ta cũng có 
Csu.| < |C„|- Vì vậy 


lse„| = |Ga,l- 
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Ta có thể giả thiết ƒ là đa thức chuẩn. Khi đó ƒ là đa thức tối 
tiểu của mọi nghiệm œ,. Theo Hệ quả 3.7, với mọi  = Ì,....? ta có 
íL nhất một tự đẳng cấu ® € G(ƒ/Ñ) sao cho ®(œ,) = œ¿. Suy ra 
Œ„„| = |€2„|. Vì vậy. mọi lớp phần từ C,, đẻu có cùng số phần tử. 
Gọi số phần từ này là s. Do zị,z;¿ € Cú, nên s > 2. Do ai,...,a„ là 
hợp của các lớp phần tử Cú, nên s là ước của ø. Do ø là số nguyên 
tố nên s = ø. Điều này có nghĩa là mọi nghiệm của / đều liên kết 
với nhau, suy ra G(ƒ/N) chứa tất cả các hoán vị. Vì vậy ta có thể kết 
luận G(/jJMN) % S.. I8 











Vi pụ. Xét đa thức ƒ = Ä" — 4X +2 € Q(X]. Đa thức này bẩt khả 
quy theo tiêu chuẩn Eisenstein. Đạo hàm ƒ' = 5X — 4 chỉ có hai 
nghiệm thực nên ƒ chỉ có hai cực trị Do ƒ(—2) < 0, ƒ(—1) > 0, 
ƒ(1) <0. ƒ(2) > 0 nên từ sự biến = của hàm ƒ ta thấy ngay ƒ chỉ 
có 3 nghiệm thực. Vì vậy G(ƒ/@) = Š; theo Định lý 4.5. 


“Tiêu chuẩn Eisentein. 2a (hức ƒ = X?=cI.X"*Ì4+::-+c„ (n > 0) 
ở nguyễn là đa thức bất khả quy trong Q[X] nết cụ chỉa hết 
ở nguyễn tố p với mọi ‡ = 1,.... nh nhường cạ không chía hết 








cho HIN 





chờ pẺ. 


CHỨNG MINH. ˆ Giả sử ƒ = øh với ø,h € 9l. X], deøø > 1 và 
deg ƒ > 1. Tà có thể giả thiết ø, có hệ số đầu bằng 1. Khi đó, ø,h 
cũng có hệ số nguyên. Thật vậy, cho œ, là các số nguyên dương sao 
cho ag = øi, bh —= hị là những đa thức với hệ số nguyên và các hệ 
sủ g¡ hay ƒ¡ không có ước chung. Tà có aƒ = g¡hị. Nếu ab có 
một ước bất khả quy 4 thì mọi hệ số của gia chia hết cho ạ. Từ đây 
suy rủ hoặc moi hệ số của ø¡ hay mọi hệ số của ; phải chía hết cho 
qạ Điều này mâu thuẫn với thiết về øị và kị. Vì vậy øb không 
có ước thực sự nào, có nghĩa là œ¿ð = 1 và do đó q4 = tì, = hà. 
Bây giờ, từ giả thiết các hệ số œ;¡ của ƒ chia hết cho p, Ẩqgu£t 
ta thấy ngay trừ hệ số cao nhất, các hệ số của g.h đều chia hết cho 
?. Từ đây suy ra ca chia hết cho p là một điều máu thuần. ñ 


















CHú Ý. Một khi ta đã có một đa thức ƒ bậc ø có nhóm Galois đẳng. 
cấu với Š„ thì ta cũng có thể tìm được một đa thức ¿ÿ bậc ñ — 1 có 
nhóm Galois đẳng cấu với S„_;¡. Để thấy điều này ta chọn a là một 
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nghiệm tùy ý của ƒ và gọi L là trường phân rã của ƒ trên trường cơ 
sở 7Ý. Theo Hệ quả 3.9 ta có 


{L: K]=[L: K(a)] -[K(a) : K]. 


Do G(ƒ/K) % 8, nên [L : K] < |S„| = ml. Do (X(a) : K] bằng bậc 
của đa thức tối tiểu của ø trên / mà da thức này lại là ước của ƒ nên 
[X(@) : K] < m. Từ đây suy ra [L : K(a)] 3> (n — 1)!. Mặt khác, 
dùng thuật toán Euclid ta có thể viết ƒ = (X — a)gø với ø € #⁄(a)'X]. 
Do 7 là trường phân rã của ø trên /{(ø) nên G(L/(a)) đẳng cấu 
với một nhóm con của Š„_¡. Từ đây suy ra jL : r? (a)] < |S—tÌ = 
(m— 1)!. Vì hà ta có thể kết luận í : ( (a)] = = (n~ I)! và đo đó 
G(g/K(4)) % Sn~¡. 

Sau đây ta sẽ thấy mối quan hệ bao hàm giữa các trường phân rã 
có liên quan chật chẽ đến mối quan hệ giữa các nhóm Galois. Để thấy 
điều này ta cẩn đến khái niệm ước chuẩn. 





Cho Œ là một nhóm tùy ý và / là một nhóm con của Œ. Để cho 
tiện ta dùng ký hiệu phép nhân cho phép toán trong Œ. Cho z,z“ 
là những phán tử tùy ý của Œ. Tà nói z đóng dư với z“ môđulô 
(ký hiệu mod 7) nếu z~!z' € Ư, Dễ thấy rằng đây là một quan hệ 
tương đương trong Œ. Ký hiệu zỮ là tập tất cả các phần tử có dạng 
œz, z€ U. Tà gọi zU là lớp kể trái của + raod . Dễ thấy rằng zƯ 
chính là lớp các phần tử đồng dư với z mod Ứ. Tương tự ta cũng có 
thể định nghĩa lớp kế phải Uz của # modU, 





Ký hiệu zU là tập tất cả các phấn tử có dạng +z‡/, z £ U. 
Tà gọi U là một ước chuẩn (hay nhóm con chuẩn tắc) của Œ nếu 
œU+~! = U (hay zU = Uz) với mọi z € Œ. Khi đó nếu zU = +“ 
và yU = U thì 


eU = #(yUw"`)ụ = (zU)w = (z'U)w 
=#(yUy"`)y = zyU = z'U. 
Vì vậy ta có thể định nghĩa 
(zU) - (wU) := (xu)U. 


Dễ thấy rằng tập các lớp kể trái mod là một nhóm với phép toán 
trên, trong đó Ù¡ = eU là phần tử đơn vị và z~!U/ là phần tử nghịch 
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đảo của zU, Tà gọi nhóm này là ¡hớm chương của Ở trên Ủ, ký hiệu 
là G/U, 





VíUL. chỉ gỏm phần tử đơn vị e bao giờ cũng là ước chuẩn của 
Œ và Œ chính là nhóm thương trên ước chuẩn này. 

Thị gọi Ớ là nhóm abel nếu #z; 
mọi nhóm con của Ớ đều là ước chu: 


1# với mọi z, € Œ. Khi đó 
Vì # = Uz với mọi z € G, 






Vẻ mặt bản chất, khái niêm nhóm thương mở rông khái niệm lớp 
đồng dư trong số học. Cho 7 là một số nguyên tùy ý. Tà nói hai số 
nguyên mm. œ đồng di với nhau môđið r, ký hiệu là r = nñ moàr, 
nếu mm —i chía hết cho r. Gọi Ím) lớp các số đồng dư với m mod. 
Tả thấy râng nếu rn = r và n = nÝ modr thì ?n ~ 
Vi vậy ta có thể cộng các lớp đồng dư với nhau theo quy 











[ml + [nÌ := ïm + n. 





Gọi rZ là tập hợp các số nguyên cha hết cho r. Tà thấy ngay zZ là 
nhóm con của 2 và [m] chính là lớp kể trái của rò modr2. Do Z là 
nhóm abel nên r2 là ước chuẩn của Z. Vì vậy, tạ có nhóm thương 
Z/#Z và nhóm này chính là tập các lớp đồng dư môđulô zr với phép 
cộng trên. 


Với mọi ước chuẩn [7 của Œ ta thấy ngay ánh xụ # > #Ữ là một 
toàn cẩu từ Œ lên Ớ/Ư. Tà gọi ánh xa này là một toàn cấu chính 
íc. Sau đây tà sẽ thấy mọi đồng cấu của Œ đều có thể nhận được 
từ một toàn cấu chính tác như vậy. 








Cho z: G -> H là một đồng cấu nhóm. “Tà gọi tập 
Ker(r) := {z € G| m(z) = em} 
là hạch của ma. 
Định lý đóng cấu nhóm. Ket(%) iở ước chuẩn của Œ và 
G/Ker(z) % x(G). 
CHỨNG MINH. Đặt U = Ker(x). Với mọi +, € Ù ta có zụ € Ư 


vì n(œ/) = x(+)m(w) = ew. Ta cũng có cœ € Ù vì a(eø) = ew và 
#} £ Ker(x) vì m(œ~!) = (z)”Ì = eg. Vì vậy U là nhóm con 
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của ỞÍ. Tiếp theo, ta chỉ ra rằng U là ước chuẩn của J/. Với mọi 
œ€G và z€Ù tacó 


m(xzz~L) = m(z)x(+~) = cụ. 


Vì vậy, rzz”! e U và do đó zUz~! CU. Từ đây suy ra U C 
#~lỮz, Do @= (z~Ì| + 6G} nên Ư C zUz~1, Vì vậy #Uz~! = 
U. 

Bây giờ, ta xét quy tắc zƯ ¬ z(z), trong đó zU là lớp đồng dư 
của z modulo U, Nếu zU = z“U thì z~Ìz € U và do đó 


(z) =(z)x(z"”)z(z') = z(z'). 


Vì vậy, quy tắc trên là một ánh xạ từ G/U vào z(G). Dẻ thấy 
rằng ánh xạ này là một toàn cấu từ Œ/U lén m(G). Nó cũng là 
một đơn cấu. Thật vậy, nếu z(>) = (4) thì z()”Ìz(') = e, 
suy ra #~!z“ € Ư và do đó zƯ = z'U. Bây giờ ta có thể kết luận 
GJU %z(G). ñ 


BỒ ĐỀ 46. Cho E 2 L là những trường phản rã trên ÑN. Nhóm 
Galois G(E/L) là ước chuẩn của nhóm Galois G(E/K) và 


G(E/K)/G(E/L) * G(L/K). 


CHÚNG MINH _ Với mọi đẳng cấu ® € G(E/) ta ký hiệu ®¿ là ánh 
xạ thu hẹp của ® trên L. Do E là một trường phân rã trên !£ nên ‹Ð„ 
là một tự đẳng cấu. Vì vậy z(®) = ®¿ là một ánh xạ từ G(Z/M') đến 
G(L/K). Do (®)y, = ®¿W¿ với mọi  € G(E/Ñ) nên z là đồng 
cấu nhóm. Ta có thể mở rộng mọi đẳng cấu ¿ của L/ thành một 
đẳng cấu ® của /. Khi đó, ¿ = ®¿. Do £ là một trường phân rã 
trên ý nên ® € G(E/K). Vì vậy œ là toàn cấu. Do 


Ker(x) = {® € G(E/E)| ®, =id,} = G(2/L) 


nên G(#/L) là ước chuẩn của Œ(E/K) và G(E/K)/G(E/L) 
G(/K). 


D lè 
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Vĩ bỤ. Ta đã thấy Q Ÿ?) là một trường phân rã trên Q với 








Dẻ thấy răng C(s¿) là trường phân rã của .V? + .Ý + 1 với 

G(Q(;)/Q) % S:. 
Vì vậy „1; là ước chuẩn của Š; và S;/44; % 6, 

BÀI TẬP 

3,1, Chứng mình rằng một mở rộng hữu hạn # của ¿€ là trường phân 
rä khi và chỉ khi mọi đa thức bất khả quy của 7{|X} hoặc là không có 
nghiệm hay có toàn bộ nghiệm trong #. 
4.2. Cho #2 là một trường phân rã trên jÝ và 7 là một tập hữu hạn các 
sở phức. Chứng minh rằng nhóm G((7)/(7)) đẳng cấu với một 
nhóm con của nhóm G(E/M). 
3.3, Cho / là một đa thức trong K[X] không có nghiệm bội. Chứng 
mình rằng ÿ là một đa thức bất khả quy nếu với mọi nghiệm a, b của 
ƒ tồn tai một tự đẳng cấu ® € G(ƒ/N) với ®{a) = Ù. 


4-4. Cho ø là một số nguyên tùy ý. Xét đa thức 


Ƒ= X!+nX?+(n—3)X — 1. 


() Chứng minh rằng nếu œ là một nghiệm của / thì yr+ cũng là 
nghiệm của ƒ, 

() Hãy xác định nhóm con của Š;¿ đẳng cấu với nhóm Galois 
G(7/9). 
4.5. Hãy xác định các nhóm con của .S¿ đẳng cấu với các nhóm Galois 
của đa thức .Ý 2 trên Q và O(2) và viết các chuyển vị của nhóm 
này thành tích các chu trình. 





4.6. Hãy xác định các nhóm con của Š; đẳng cấu với các nhóm Galois 
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của đa thức X* — 4 trên Q và Q(/) và viết các chuyển vị của nhóm 
này thành tích các chu trình. 

47. Chop > 5 là một số nguyên tố. Chọn một dãy số chẩn 
Tịy.yp—ị > Ũ với nạ < nạ < --+ < nạ—ị. Đặt 


ƒ(Ä) = (X? + nị)(X — mạ) --+ (X — nạn) + 2, 


Chứng minh ràng G(ƒ/Q) *% Š;. 
4.8. Với mọi chuyển vị ® € S„ của øœ biến số ẨXị,.... X„ ta đặt 


®(X,) - ®(X,) 


sigm(#):= ]] X.=, 


1Xi<j<n 
và gọi siøn(®) là đấu của ®. Dễ thấy rằng sign(®) chỉ nhận giá trị 
1 hay -l. Tà gọi ® là chuyển vị chẵn nếu sign(Đ) = 1. Ký hiệu 4„ 
là tập các chuyển vị chấn của 6„. Chứng minh rằng .„ là một ước 
chuẩn của %„ và S„/4a % 5. 
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NHÓM GIẢI ĐƯỢC 


Mục dích của chương này là mô tả nhóm Galois của các mở rộng 
cản. 


Trước tiên ta hãy xét các mỡ rộng cản đơn vị dạng K(e,). Đặt 
= — £, Trong Chương l ta đã thấy 1 ~Ì là các nghiệm của 
phương trình X” —= 1 =0. Vì vậy, /⁄(£) là trường phản rã của đa thức 
ÝV#— 1; Nhóm Galois của trường này có tính chất sau. 






BỒ ĐỀ 5.1. G( N(=)/Ñ) là nhóm abel. 


CHÚNG MINH. Cho ® và W là hai tự đẳng cấu tùy ý của K(e)/M. 
Theo Hệ quả 3.2, ®(£) và W(=) cũng là nghiệm của da thức XX” — 1. 
Vì vậy ®(=) và W(c với hai số zn, 1+ nào đấy. Tà thấy 








PW(e) = ®(c”) = Đ(z)” = e”" = W(e)” = W(e”") = W9(s). 





Từ dây ta suy ra được ĐW = #$% (Bồ đề 3.4(ii). ñ 


Ví pụ. G(Q(ea)/@) % ŠS; là nhóm abel. 


Tiếp theo ta sẽ mò tả nhóm Galois của các mở rộng căn dạng #Ý (a). 
Để làm việc này ta cần đến các khái niệm sau đây. 
Cho Œ là một nhóm với phép toán được ký hiệu bởi phép nhân. 
“Tà gọi một tập con của Œ là một hệ sửu: của Œ nếu mọi phần tử của. 
G đều có thẻ viết thành tích các phần tử của tập đó. Với mọi z € Œ 
ta định nghĩa z? = e (phản tử đơn vị) và z",ø—” là tích z: lần của 


3 
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#7! m >0. Dễ thấy rằng tập {z"| a € Z} lập thành một nhóm 
con của Œ. Ta gọi Œ là nhóm xích nếu tổn tại một phần tử z sao cho. 
G=(z"|n e Z}, có nghĩa là Ở sinh bởi z. 

Mọi nhóm xích đều là nhóm abel vì 


„mạn — „m+n — mảm, 


Mọi nhóm xích đều đảng cấu với nhóm Z hay nhóm Z/zZ2, z > 0. 
Thật vậy, nếu G là nhóm xích thì ta có một toàn cấu z: Z — Œ với 
T(n) = z". Nếu Kerz = 0 thì G % Z. Nếu Kerz # 0Ú, ta gọi r 
là số đương nhỏ nhất sao cho #” = e. Cho r > 0 là một phần tử 
tùy ý của Ker7Z, ra >0. Giả sử n = r ~ q0 <q<z. Khi đó 
q=mm~— jr € Kerr và ta phải có g = 0. Vì vậy ra € rZ và do đó 
Ker7 =rZ. Theo Định lý đồng cấu nhóm thì G % Z/rZ. 


'Theo nhân xét trên, nếu G là nhóm xích cấp r thì z” = e và 
G=tt.e.z2.. e2}. 
BỔ ĐỀ 5.2. Cho a là một nghiệm tùy ý của đa thức X" — œ, e€ N. 


Nếu K chứa căn đơn vị ey thì lK(a) là trường phân rã của da thức 
X" —ec và nhóm Galois G(K(a)/K) là nhóm xích. 








CHỨNGMINH Đặt e = z;. Ta thấy đa thức X” — c có r nghiệm 
phân biệt là œ,ea..,e"“Ìa. Do e € # nên /⁄(a) là trường phân rã của 
X'r~e 

Cho ® là một tự đẳng cấu tùy ý của /{(a)/K. Ta thấy ®(a) cũng 
là nghiệm của .X” — c (Hệ quả 3.2). Vì vậy ®(a) = z"”a với một số 
m > 0 nào đó. Do e"" € W nên ®!(a) = £”^a với mọi £ > 0. 

Tà có thể giả thiết Œ(X(a)/X) chứa ít nhất một tự đẳng cấu 
W Zidg@y. Khi đó W(a) # a (Bổ đề 3.4) và do đó W(a) = z"a với 
m>0. Chọn Ứ sao cho ?: nhỏ nhất. Viết z dưới dạng rn = pn -+ g 
với << n. Khi đó 





W-"8(a) = U(£'"?%a) = U~P(WP(a)e*) = £*a. 


Theo cách chọn + ta phải có g = 0. Do W~?$(ø) = ø nên \W~?® = 
idz¿¿y. Từ đây suy ra ® = W?. Điều này chứng tổ G(K(a)/K) là 
nhóm xích sinh bởi \Ứ. 


im) 


"hlp/Äeulunhoploarg 


Chương Š. Nhónt giải được 57 






Vĩ DỤ. 
Ớ(( 


¿. V2) là trường phân rã của X3 — 2 trên Q(z¿) với 
/©(sx)) * .1s là nhóm xích cấp 3. 





Ta gọi một trường L là mớ rộng căn bậc r trên !Í nếu Ù = 
Wze đ„)„ trong đó a; là phần tử căn bậc r của trường /{(a¡,..., &;— +) 
với mọi ¡ = 1,....n. Do ÿe= Œ với mọi s, > 1 nên mọi mở rộng 
cân đều là mở rộng căn bặc z với một số r thích hợp. 





Để nghiên cứu mở rông căn bậc + ta phải nhúng nó vào một trường 
phân rã. 


BỒ ĐỂ 5.3. A/oi mở rộng căn bậc r của Ñ đều có thể những vào trong 
một trường phản ra trên K mà trường này cũng là mở rộng căn bậc 
roủa Ñ, 


CHỦNG MINH. Cho #È = Ñ(ay,...,a„) là một mở rộng căn, trong đó 
‹, là phần từ căn bậc r trên # (ø,....d,—¡) với ¿ = 1,...,rí. Bằng quy 
nạp ta có thể giả thiết #⁄(a;,....d„_¡) nằm trong một trường phân rã 
L trên Ñ mà trường này cũng là mở rộng căn bậc r của #Ý. Gọi 
là đa thức tối tiểu của ø„ trên Ã. Cho b là một nghiệm tùy ý của ø. 
“Theo Hệ quả 3.7 tốn tại một đẳng cấu của E/K với ®(a„) = b. 
Do 7 là trường phân rã trên /ý nên ® là tự đẳng cấu của U/W. Do 
da € [ nên b“ = ®(a?) € 7. Vì vậy, b là phần tử căn bậc r trên 7. 
Gọi ƒˆ là trường mở rộng L bởi tất cả các nghiệm của ø. Do a„ € 
nên FC F. Rõ ràng #' là ường phân rä trên /£ và #` là mở rộng 
bậc z của L. Do 7 là mở rộng căn bậc r của Ý nên Ƒ° là mở rộng 
căn bặc r của ỨÝ. ñ 














Sau đây, ta giả thiết E = /{(ø›,..., a„) là một trường phân rã, trong 
đó a, là phần từ căn bậc r trên /C(a.....d; ¡) với mọi ¡ = l...... 
Để có thể áp dụng Bồ để 5.2 ta thêm vào #ý căn đơn vị e = z;. Xét 
các trường. 





Tị:= K 


Các trường này lập nên một chuỗi tăng 


sRiysoBi) Œ1se TỦ; 





 =lhqCli€...€ La = Ee). 
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Giả sử # là trường phân rã của đa thức ƒ trên W. Khi đó L, là 
trường phân rã của đa thức (X” — 1)ƒ trên Ñ. Vì vậy L„ là trường 
phân rã trên L„ và ta có nhóm Galois G(L„/L¡) với mọi ¡ = l,... ?. 
Các nhóm này lập nên một chuỗi giảm 





G(E(e)/N) = G(Lu/La) 3 G(La/L¡) 2... 2 {idt,}. 


Do L¡ = L¿_¡(a¡) và L¿ chứa căn đơn vị £ nén L¡ là trường phân rã 
trên ⁄„_¡. Theo Bổ đề 4.6 thì G(L„/L¡) là ước chuẩn của Œ(L,„/;_ ¡) 
và 

G(1//1:-1)/G(Lu/1:) % G(L:/L;—): 
Ta có G(L¡j/LFạ) = G(X(z)/M) là nhóm abel và G(L¿/L_¡) = 
G(L¡_4(a,)/L,-¡) là nhóm xích với mọi ¡ > 1 (Bổ để 5.1 và Bổ 
đề 5.2). Vì vậy, G(E(z)/N) thuộc vào lớp nhóm sau đây. 


Một nhóm hữu hạn Œ được gọi là mhó» giải được nếu Œ chứa một 
chuỗi các nhóm con 


8= ôi 3/63 ~=: 3= 14 


sao cho Œ, là ước chuẩn của Œ,_¡ và nhóm thương Œ,_¡ /Œ, là nhóm 
abel với mọi ¡ = l....,m. 


Ví DỤ, Mọi nhóm abel hữu hạn đều là nhóm giải được. Thật vậy, nếu 
Œ là nhóm abel và e là phần tử đơn vị của Œ thì chuối giảm Œ 2 {c} 
thỏa mãn diều kiện của nhóm giải được. 


Với sự phân tích ở trên ta có kết quả sau. 


ĐỊNH LÝ 5.4. Cho PP là một mở rông căn bậc r của N và là trường 
phản rã uên N. Khi đó F(z,) là trường phân rã trên N có nhóm 
Galois là nhóm giải được. 


Ũ 


Ví pụ. Cho / = Q(e, Ÿ5), trong đó #¿. Tà thấy # là một mở 
rộng căn bậc 3 và là trường phân rị n Q. Từ chuỗi các trường 
Qc@() C P thì ta có chuỗi các nhóm Galois 






G(E/©) 5 G(E/(s)) 5 {idz}. 
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Nhóm Œ(E/@) *> SŠ; là nhóm giải được vì G(E/Q(e) 4¿ là 
nhóm xích. -l¿ là ước chuẩn của S; và ðI5i0ng G01 
là nhóm abel. 






r* 





Trong định nghĩa nhóm giải được ta có thể thay nhóm abel bằng 
nhóm xích. Để thấy điểu này ta cẩn xét mối quan hệ giữa các ước 
chuẩn lồng trong nhau. 


Định lý đẳng cấu nhóm. Cho GŒ là một nhóm và L là một ước 
chuẩn của Œ- Một nhám con H Đ U của Œ là ước chuẩn khi và chỉ 
khi HẠU là ước chuẩn của GŒ/U. Khi đó 


G/H % (G/U)/(H/U). 


CHÚNG MINH. Theo định nghĩa thì Ư cũng là ước chuẩn của #7. Vì 

vậy tạ có thể xét nhóm thương H/U. Nhóm này là nhóm con của 
G/U. C ánh xạ chính tắc từ Ở lên G/U. Tà có m(H) = H/U. 
Nếu // là ước chuẩn của Œ thì 






z(w)(H)z(œ)*Ì = x(gH+~') = x(H) 


với mọi œ € Œ. Do đó z(17) là ước chuẩn của G/U. 


Đảo lai, giả sử /7/U là ước chuẩn của G/U. Khi đó, ta có một 
ánh xa chính tắc ø” từ G/U lên (GŒ/U)/(H/U). Dễ thấy rằng ánh 
xạ hợp thành z“z là một toàn cấu từ Œ lên (G/U)/(H/U) và 


Ket(x'n) = {e € G| zU € H/U} = HH. 





y. !Ứ là ước chuẩn của G và G/H % (G/U)/(H/U) theo Định 
lý đồng cấu nhóm, In 


ĐỊNH LÝ 5.5. Mọi nhóm hữu hạn giải được Œ đểu có một chuỗi giảm 
các nhóm con 
G= Hạ Hìị 2 --- Đ Hạ = {c} 


sưo cho H, là ước chuẩn 
xích CÓ Cấp ngHYên tố, 


¿a H,_¡ và nhóm thương H;_\/H, là nhóm 
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CHÚNG MINH.- Tả có thể giả thiết G # {e¿}. Xét các chuối giảm 
G=G¡›5G¡ 5---5Gạ = {c}. 


trong đó Œ, là ước chuẩn thực sự cua Œ,_; và Œ,.¡/Œ¡ là nhóm abel 
với mọi ¡ = 1.....z. Trong tất cả các chuỗi như vậy ta chọn một chuỗi 
sao cho tạ không thể thẻm vào giữa 2 và Ớ¡ một nhóm #ƒ nào khác 
để được một chuỗi mới có các tính chất trên. 

Đặt Ở = G/G,. Tà sẽ chỉ ra rằng Ớ không có một nhóm con nào 
ngoài hai nhóm con tầm thường là chính nó và nhóm chỉ gồm phần tử 
đơn vị e. Giả sử Ớ có một nhóm con không tẩm thường /ƒ. Do Œ là 
nhóm abel nên #f và //í cũng là nhóm abel. Đặt 


H:={r€G| zGi e Ï]). 






ẳng / là một nhóm nàm giữa Œ và Œ¡ và không trùng với hai 
Rõ ràng Œ¿ là ước chuẩn của // và /J/Œ¡ = #1. Theo Định 
lý đẳng nhóm thì // cũng là ước chuẩn của Œ và G/H % G/H. 
Như vậy là chuỗi 


G 





Gạ2H5G¡2--:2G„={e} 





cũng thuộc vào lớp các chuỗi ở trên. Đây là một diều mâu thuẫn với 
cách chọn Ớ;. 

Cho + là một phần tử tùy ý khác phần tử đơn vị của Ớ. Do 
{ru € Z} là nhóm con của Œ nên nhóm này phải trùng với Œ. Vì 
vậy Œ là nhóm xích. Cấp |ớ| phải là số nguyên tổ vì nếu |ớ| là một 
hợp số dạng p với p. > 1 thì Ớ có mội nhóm con không tầm thường 
là {z"|nZ}. 

Theo cách chọn chuỗi thì Œ¡ là nhóm giải được với |Œ| < |GI. 
Dùng quy nạp theo cấp ta có thể giả thiết Œ¡ có một chuỗi giảm các 
nhóm con 

Gì = 1ì 5 Hạ 5... 5 Hà = {e} 
trong đó J1, là ước chuẩn của Jƒ, ;¡ và HJ,_;/H1, là nhóm xích có cấp 
nguyên tố với mọi ¿ = 9,....w. Do Œ/G¡ là nhóm xích có cấp nguyên 
tố nền chuỗi 


G=Œ›2G) 5 H; 2... 2 Hạ„ = {e} 
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cũng có các tính chất tương tự. n 


VípU. Cho Œ là nhóm xích cấp 4 (Không phải số nguyên tố) sinh bởi 
phần tử z. Khi đó, ta có chuỗi Ø 5 5 {c}, trong đó Ù là nhóm 
con {0.23}. Do G là nhóm abel nên là ước chuẩn của Œ. Có thể 
thấy ngay L = [//{e} và G/U là nhóm xích cấp 2 (số nguyên tố). 


Lớp nhóm giải được có nhiều tính chất tốt. 


BỒ ĐỀ 5.6. Mọi nhám con và nhóm thương của nhóm giải được đêu 
là nhóm giải được. 


CHUNG MINH. _ Cho Œ là một nhóm giải được. Xét một chuỗi giảm 
các nhóm con 


g=ŒG 2G, 3:-: 3G„ = {e}, 


trong đó ; là ước chuẩn của Œ, ¡ và G,_¡/G; là nhóm abel với mọi 
#4 Truy 

Cho Ứ là một nhóm con của G. Đặt U¿ = G¡ñU, Ta thấy U, là 
nhóm con của 7. Các nhóm 7, lập nèn một chuỗi giảm 


U=Us9U 2--- 2U = {c}. 
Với mọi phần tử z € ;_¡ ta có 


£U£~t = (sG#~1)n (øUz"!) = GnñU = U,. 





Do đó , là ước chuẩn của L/,_¡. Tương tự, với mọi #,  € U¡_¡ ta có 
U; = (xụŒ,) f(œU) = (uxzG;)n (uzU) = zU:. 


Vì vậy, L„_:/U, là nhóm abei. Những điều này chứng tỏ Ù là nhóm 
giải được 

Giả sử U là ước chuẩn của Œ. Ký hiệu z là toàn cấu chính tắc từ 
G lên Œ/. Ta thấy các tập ảnh z(G,) lập nên một chuỗi giảm các 
nhóm con 


G/U = (Go) Đ x(Œì] 2 --- 2 m(Œm) = {ee/u}. 


"hp /Äeulun hoploarg 


63 Chương Š. Nhỏm giải được 
Với mọi phản tử r € Œ, ¡ ta có 
z(+)z(G¡)z(œ)”! = m(eGŒ~}) = m(G,). 


Do đó zr(G,) là ước chuẩn của z(G;_;). Tương tự, với mọi +, ý € Œ¡_¡ 
tủ CÓ 


x(#)z()z(G,) = 1(zxuGŒ,) = 1(u+Œ,) = 1(0)(+)(G,). 


Vì vậy, z(Œ, ¡)/n(G,) là nhóm abel. Tóm lại, G/U là nhóm giải 
được. n 


Bảy giờ ta sẽ thấy tính giải được bàng căn thức của mót da thức 
liên quan đến tính giải được của nhóm Galois. 


ĐỊNH LÝ 5.7. Nếu da thức ƒ € NV] giải được bằng căn thức thì nhóm 
Galois G(ƒJÑ) là nhôm giải được. 


CHÚNG MINH._ Gọi £# là trường phân rã của / trên #Ý. Theo định nghĩa 
thì / giải được bàng cân thức có nghĩa là / nàm trong một mở rộng 
của #. Tà có thể giả thiết # là trường phân rã (Bổ để 5.3). Đặt 
2: |. Theo Định lý 5.4 thì #(<;) là trường phân rã trên ý với 
+)/Ñ) là nhóm giải được. Mặt khác, đ(ƒ/Ñ) = G(L/N) là 
nhóm thương của Œ(L(z,)/Ñ) (Bồ đề 4.6). Vì vậy G(L/) cũng là 
nhóm giải được (Bồ đẻ 5.6) n 








Ví DỤ. Trong chương trước ta đã chỉ ra sự tồn tại các đa thức bậc ?! có 
nhóm Galois đẳng cấu với S„ với ;› < 5. Do các phương trình bậc < 1 
giải được bằng căn thức nên Šj„ là nhóm giải được với œ < 4. Điều 
này cũng có thể kiểm tra trực tiếp được qua định nghĩa của nhóm giải 
được. 





Theo định lý trên, nếu ta tìm thấy các nhóm Galois không giải 
được thì ta cũng có các đa thức không giải được bằng căn thức. 





BỔ ĐỀ 5.8. Nhớm đổi xứng S„ không giải được với mọi n > 5 
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CHÚNG MINH. _ Cho 7' là một tập gồm ? phần tử, n > 5. Ta có công 
thức sau cho các chu trình của S„ = S(7): 


(zz) = (ru)(zez)(uyx)(zu+z) 
trong đó z./.z.w, e là S phần tử khác nhau tùy ý của 7. Từ đây suy 
ra nếu Œ là một nhóm con của S„ chứa tất cả các chu trình cấp 3 và 
L7 là một ước chuẩn của Œ thỏa mãn điều kiện Œ/L/ là nhóm abel thì 
(' cũng chứa tất cả các chu trình cấp 3. Thật vậy, ta có 
(u/x)(đuz) = (zvz)(ux) mod 
và do đó 
(zz) = (twu)(zuz)(zuz)(uyz) = (xuu)(uyz) =idy  modU. 


Điều này có nghĩa là (z/z) € U. 
Nếu ®„ là nhóm giải được thì ta có một chuỗi giảm các nhóm con 





S;=Gạ ĐÓ 3--- 5 Gạ = {e}, 


sao cho Œ, là ước chuẩn của Œ,_¡ và Œ,_¡/G, là nhóm abel với mọi 
¿= 1/...m. Do 6, chứa tất cả các chu trình cấp 3 nên ta sẽ lần lượt 


suy ra được Ớ¡,.... G„ đều chứa tất cả các chu trình cấp 3, dẫn đến 
một điều võ lý là nhóm chỉ gồm phần tử đơn vị {e} chứa tất cả các 
chu trình cấp 3. n 





VÍ DỤ, Xét đa thức ƒ = X° — 4X + 2 e Q[X]. Trong chương trước 
ta đã chỉ ra rằng Œ(ƒ/Q) % Š;. Do nhóm 3S; không giải được nên ƒ 
không giải được bảng căn thức. Từ đây suy ra các đa thức chia hết 
cho / cũng không giải được bằng căn thức. 





Ví dụ trên cho thấy ta không thể tìm được một công thức tính 
nghiệm tổng quất bằng căn thức cho tất cả các phương trình bậc 
r9. 


Lagrange là người đầu tiên phát hiện ra mối liên hệ giữa việc giải 
phương trình bàng căn thức với các chuyển vị nghiệm. Đây có thể 
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coi là bước đi đầu tiên dẫn đến việc hình thành khái niệm nhóm. 
Người đầu tiên khẳng định các phương trình bậc 5 không giải được 
bàng căn thức là Ruffini (1765-1822) vào năm 1799. Chứng minh 
của Ruffini dựa trên phát hiện của Lagrange nhưng không chàt chẽ. 
Mãi đến năm 1824. Abel mới chứng minh chính xác được điều này. 
Người thực sự thấy được vai trò của cấu trúc nhóm và đậc biệt là của 
các ước chuẩn đổi với việc giải phương trình bằng căn thức là Galois. 


BÀI TẬP. 
Š.1, Trong tập các lớp đồng dư Z/zZ ta có thể định nghĩa phép nhân 
(mlln] :— [ma] 


cho mọi m,n € Z. Chứng minh rằng tập các lớp đồng dư [n] với 
(,r) = 1 lập thành một nhóm với phép nhân và nhóm GŒ(K(e;)/K) 
đẳng cấu với một nhóm con của nhóm này. 

5.2. Tính nhóm Galois Œ(Q(z)/Q) với £ = £s, £s. 

5.3. Chứng mỉnh rằng mọi nhóm con của nhóm xích lại là nhóm xích. 
5.4. Cho ø là một nghiệm tùy ý của đa thức X” —c, c€ X. Chứng 
minh rằng nếu #€ chứa căn đơn vị e; thì G(X(a)/W) đẳng cấu với 
một nhóm con của nhóm Z/rZ. 

5.5. Cho e là một số nguyên tùy ý và ø là một nghiệm tùy ý của đa 
thức X1 — e. Tính nhóm Œ(Q(¡,a)/Q()). 

5.6. Cho G là một nhóm hữu hạn và là một ước chuẩn của G. Giả 
sử Œ/U và U là những nhóm giải được. Chứng minh rằng Œ là một 
nhóm giải được. 

5/7. Hãy tìm một chuỗi các nhóm con của nhóm đối xứng ,5; thỏa 
mãn các điều kiện của nhóm giải được. 


5.8. Chứng minh rằng nhóm 4„ là nhóm không giải được nếu z: > 5. 
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EVARISTE GALOIS (1811-1832) 
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Chương ó6 


GIẢI PHƯƠNG TRÌNH 
BẰNG CĂN THỨC 


Trong chương trước ta đã chỉ ra rằng nếu một đa thức giải được 
bằng căn thức thì nhóm Galois là nhóm giải được. Trong chương này 
ta sẽ chứng mình điều ngược lại, có nghĩa là nếu nhóm Galois là nhóm 
giải được thì đa thức giải được bảng cân thức. 





Trước tiên, ta thấy các tự đẳng cấu có tính độc lập tuyến tính theo 
nghĩa sau. 


BỒ ĐỀ 6.1. Co E là một trường chứa K. Cho ®bị,..., bự là những tự 
đẳng cấu khác nhau của E/1€ và cị,....cạ € . Nếu 


cii(0) + --‹ + ca®a(b) = 0 
với mọi b € E thì cị = ... = cạ =0. 


CHỨNG MINH. Nếu œ = 1 thì c¡#®+(Ùb) = 0 với mọi bÙ € E, suy ra 
éị =0. Nếu n > 1 ta chọn ø € # sao cho ®;(a) # ®„(a). Ta có 
ei®„(2)®) (Ù) +... + e„®„(ø)®„(B) 
= #®¿(4)[c#®a(b) + -- - + đặ®a()] = 0, 
ei®¡(a)®¡(b) +... + eẰ®a(a)®a(b) 
= Ẳœ¡Ø;(ab) +... + ca®a(ab) = 0. 
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Trừ hai đẳng thức cho nhau ta thấy 
Ẳ@1[Pa(&) — ®(4)}®:(b) +... + ea—i ®„(4) — ®2—¡(4)]}Đ¿—¡(b) = Ù 
với mọi b € #. Bằng quy nap ta có thể giả thiết 
c1[P:(a) — ®a(a)] = 
Do #¡(a) — #®;(a) # 0 nên e, = 0 và do đó 


€n~1l®„—1(a) — ®a(a)] = 0. 





es®(b) +... + e,®„(b) = 0 
với mọi b € #. Lại dùng quy nạp ta thấy cạ =.... = e„ = U. 1 


Cho # là một trường chứa # và là một nhóm con của nhóm 
các tự đẳng cấu G(J/K). Đặt 


EU :={a€ E| #(a) =a V®c<U)}. 


Tà có thể dễ dàng kiểm tra thấy #” là một trường chứa X. Tà gọi / 
là trường bất biến của nhóm U. 


Trường bất biến là công cụ chính giúp ta nghiên cứu ảnh hưởng 
của cấu trúc nhóm Galois lên trường phân rã. 


ĐỊNH LÝ 6.2. Với mọi nhóm con hữu hạn U của G(2/N) ta có 
U =G(E/E). 
CHÚNG MINH. - Do mọi đẳng cấu của giữ cố định các phần tử của 
nên  € G(E/EU). Vì vậy, ta chỉ cần chứng mình G(/7/) C U. 
Giả sử U = {®\,...,.®„}. Do ánh xạ ® › ®;Œ là một song ánh từ Ú 
lên U nên U = {®;®;,..., b,®„} với mọi ¿ = 1,....n. Từ đây suy ra 
®,(®ị(a) + ‹‹-+ ®z(a)) = ®ị(a) + --- + ®a(a) 


với mọi œ € #. Vì vậy ®;(a) + --- + ®ạ(a) € E”. Cho W là một tự 
đẳng cấu tùy ý của E/E. Ta có 


W(;(4) + ---+ ®a(6)) = ®ị(6) + --- + ®a(4) 


"hlp/Äeulunhoploarg 


Chương 6. Giải phương trình bằng căn thức 69 


và do đó 





W®¡(ø) + + + W#„(@) — ®ị(a) — - -- — ®a(a) = 0 

với mọi a € #. Theo Bồ đẻ 6.1 thì điều này chỉ xảy ra khi dãy các 
tư đẳng cấu Wd,..., ®„, ®, ..., ®„ có những phần tử trùng nhau. Ta 
lai thấy W®, # W@®, nếu ¡ # j. Vì vậy tồn tại những tự đẳng cấu ®, 
và ® , sao cho W4, = ®,. Khi đó  = ®/®;! € U. Điều này chứng 
tò GŒ(E/EU) CŨ. n 





HỆ QUẢ 6.3. Nết f2 là một trường phán rã trên K thì 
ES/5) = K, 
CHÚNG MINH._ Theo Định lý 6.2 thì 
[E : E°8/9] = |G(ES/“)/K)| = |G(E/K)| = |E : KỊ. 
Áp dung Hệ quả 3.9 ta thấy 
=... 
[E: EŒt 





(E6); g] =1 





và do đó EŒŒ/) = Ƒ, I8) 
"Tiếp theo ta thấy mọi nhóm thương của nhóm Galois đều là nhóm 
Galois của các trường bất biến 


ĐỊNH LÝ 6.4. Cho E2} tà một trường phản rã trên lÝ. NếicU là một óc. 
chuẩn của nhóm Galois G(E/N) thì trường bất biến EU là trường 
phản rã trên K và 


G(E/K)/U *G(Et/K). 


CHÚNG MINH. Trước tiên, ta thấy #ZỨ là mở rộng hữu hạn của /{ và 
mọi phần tử của £f đều là những phần tử đại số trên # (Định lý 
3.10). Giả sử EU = (ai,....a„). Gọi g; là đa thức tối tiểu của a; 
trên #, Với mọi nghiệm ò của ø; ta có ít nhất một đẳng cấu ¿ của 
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EU/K sao cho b — ¿(ø¡). Ta mở rộng thành một đẳng cấu Đ của 
(1Ý. Do P là trường phân rã trên /Ý nên ở là tự đẳng cấu của E/N. 
Do U là ước chuẩn của G(E/X) nên Đ~}ÿ® € U với mọi W € U, 
Theo định nghĩa của trường bất biến EU ta có ®œ~*ÿ@(a,) = a¡. Từ 
đây suy ra W®(a;) = ®(a¡) và do đó W(¿(a¡)) = 2(a¡). Điều này cho 
thấy bò = ¿(a,) € EỨ. Tóm lại, E” chứa tất cả các nghiệm của g¡, 
¿ = 1,....n, và ta có thể kết luận #” là trường phân rã của đa thức 
ƒ=0i¡--ứ„. Theo Bổ để 4.6 thì 


G(E/K)/G(E/EẺ) # G(EU/K). 
Do U = G(E/EU) (Bồ đề 6.2) nên định lý đã được chứng minh. £] 


Các kết quả trên cho thấy ánh xạ Ư + EU là một tương ứng 1-1 
giữa các ước chuẩn của nhóm Galois G(E/) và các trường phân 
rã con của Z. Thật vày, ánh xạ này là đơn ánh vì U = G(E/E”) được 
xác định hoàn toàn bởi /Z”. Nó cũng là toàn ánh vì với mọi trường 
phân rã L C # ta có nhóm G(//L) là ước chuẩn của G(E/K) (Bồ 
để 4.6) và EG/1) = Ƒ (Hệ quả 6.3). 


Tà sẽ thấy mọi trường phân rã có nhóm Galois là nhóm giải được 
đều là một mở rộng căn của #{ nếu # chứa các căn đơn vị thích hợp. 
“Trước tiên ta xét trường hợp nhóm Galois là nhóm xích. 

BỔ ĐỀ 6.5. Cño L là một trường phân rã trên K và r =[L: K]. Giả 
sử chứa căn đơn vị c;. Nếu nhóm Galois G(L/E) là nhóm xích 
thì L= K(a) với a là phản tử căn bậc r trên K. 
CHÚNG MINH. Tà có |G(L/Ñ)| =[L: K] = r. Cho ® là một phần tử 
sinh của nhóm xích G(L/). Đặt e = e;. Do id¿,®,.... ®"—! là các 
tự đẳng cấu khác nhau của Œ(1/#) nên ta có thể tìm thấy một phần 
từ b€ L sao cho phần tử 
a:=b+e#(b)+--- + eT~1#@7~!(b) 

là một phần tử khác không (Bồ đề 6.1). Ta có 

®ị(a) = ®(0) + eÖ2(0) + - - - + e"~147(b) 


=š(eB(8) + ::+zf”# =1 0) + 1) 
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Từ đây suy ra 


ạr 


®(u”) = ®(a)" = 





và do đó ®Í(a") = á" với mọi ¡ > 0. Vì vậy, á" € LẺŒ/) = Ký (Hệ 
qua 6.3), Mật khác, tà có 

®(a) =<. 
Điều này cho thấy các đẳng cấu thu hẹp của ®! trên # (2) đẻu khác 
nhau với mọi ¿ = 0,....T— 1. Vì vậy (X(a) : Ñ] > r. Mặt khác, 


c : íL: R] " 
Í “=—._—-—“=—— 
ta): R]= ;K@j] F [E: K@Ì] 
Vì vậy, ta phải có [E : N(a)] = 1 và do đó L = X(a). n 


Chứng mình trên còn cho ta cách xác định phần tử căn œ để L = 
Rứu). 


Ví pỤ, Cho [ là một trường phân rã trên #Ý với GŒ(L/M) % Š;. Ta có 
;=s>= —I, Giả sử G(L/R) = {idy, ®}. Đặt á := b— ®(0) với b là 
một phân tử tùy ý của tập L\ W. Do b £  = LẺ4⁄®) (Hệ quả 6.3) 
nên ®(b} # b. Vì vậy a # Ú. Theo chứng minh trên ta có  = #(a) 
vàu°€,. 





Tiếp theo tà xét sự thay đổi của nhóm Galois khi thêm căn đơn vị 
vào trường cơ sở. 


BỒ ĐỀ 6.6. Cho # là một tường phản rã trên N. Với mọi căn đơn 
vị e, nhóm G(E(s)/R(=)) là một nhóm con của G(E/K). 


CHÚNG MINI Cho ® là một tự đẳng cấu của Ƒ()/(£). Ký hiệu 
4; là ánh xạ thu hẹp của Đ trên Z. Do # là trường phân rã nên 
+%;; là tự đẳng cấu của #/. Dễ thấy rằng (ĐW)g = ®zŸg với 
mọi \ € G((z)/K(z)). Vì vậy, ánh xạ ® + ®; là một đồng 
cầu từ Œ(F()/Ñ(e)) vào G(E/K). Nếu ®Đ„ = Uz thì ® = W do 
®(z) = W(z) = z (Bồ để 3.4). Điều này chứng tỏ đồng cấu trên là 
đơn cấu và ta có thể kết luận GŒ(E(=)/Ñ(=)) đẳng cấu với một nhóm 
con của G(E/Ñ). n 
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ĐỊNH LÝ 6.7. Cho Ƒ là một trường phân rã trên R và r là tích tát cả 
các ước nguyên tố của [E : K]. Nếu nhóm GŒalois G(E/) là nhóm 
giải được thì E(cy) là một mở rộng căn bậc r của lý. 

CHỨNG MINH. Đặt e = z; và U = GŒ(E(e)/K(£)). Theo bổ đề trên 
thì U là nhóm con của G(E/Ñ). Vì vậy [E(z) : Ấ(e)j = |U| là ước 
của [E : W] = |G(E/K)|. 

Cho G là một nhóm hữu hạn và là một nhóm con của Œ, Tà 
luôn luôn có || là ước của (Ớ|. Thật vậy, quan hệ đồng dư mod 
chia Ở ra thành các lớp kẻ trái zƯ. Do ánh xạ z + zz là một song 
ánh từ lên zU nẻn |rU! = |U| với mọi z € Œ. Từ đây suy ra 


|G| = (Œ: U]:0|, 
trong đó [G : Ứ] ký hiệu số các lớp kẻ trái mod , 


Mặt khác, do GŒ(Ƒ/K) là nhóm giải được nên cũng là nhóm 
giải được (Bổ đề 5.6). Theo Định lý 5.5 tồn tại một chuỗi các nhóm 
con 

Ư =Lụ 3U) 3:-- 2U, = {e}, 


trong đó Ù, là ước chuẩn của Ứ,_; và U;_;/U, là nhóm xích có cấp 
nguyên tố với mọi ¡ = 1,..... Đặt 


Lị:— E(e)U 


với mọi ¡ = 0,1,...,m. Khi đó U¿ = G(L„/L,) theo Định lý 6.2. Xét 
dãy tăng các trường 


K(e) = lạ € Lị €... C Lạ = E(e), 
trong đó #{(z) = Lọ theo Hệ quả 6.3. Do Ƒ2 là một trường phân rã 
trên #Ý nên Z(e) là trường phân rã trên 1¿_¡ 2 X(£), ¡ = 1,....n. Áp 
dụng Định lý 6.4 ta thấy L, là trường phân rã trên ”;_¡ và 
U, \/U, = G(„/1¡_1)/G(2/1,) S G(12/12—). 


Vì vậy, G(L;/L¡_:) là nhóm xích. 
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Đật r, : 
một số nguyê 


:¿_¡]- Do ?, = |G(L 


tổ. HiES Bồ để 


= |U:_:/U.| nên r; là 










do đó 
E - RỊ và r là tích tất cả các ước nguyên tố của Z : Ñ] nên r; là ước 
của r. Do Ƒ;_¡ chứa e nên L;_¡ cũng chứa e7“: = z„.. Theo Bổ để 
6.5 thì L¿ = 1(2,). trong đó ø; là phần tử căn bậc Trị của L„ ¡. Từ 
đây suy ra E(z) = h(c ..#„) là mở rộng căn bậc r của ý. T] 














Bây giờ ta có thể dưa ra điều kiện cẩn và đủ để một phương trình 
giải được bảng căn thức. 


ĐỊNH LÝ 6.8. Ø¿ thức ƒ € N[X] giữ được bảng cân thức khi và chỉ 
khi nhóm Galois G(ƒ/K) là giải được. 


CHÚNG MINH. Do điểu kiện cần chính là Định lý 5.7 nên ta chỉ cần 
chứng minh điều kiện đủ. Do đa thức ƒ là giải được khi trường phân 
rã của ˆ nằm trong một mở rộng căn nên điều kiện đủ là hệ quả của 
Định lý 6.7. D 


Ta đã thấy nhóm Galois của các phương trình bậc ø đẳng cấu với 
một nhóm con của nhóm đối xứng S„. Do Š„ là nhóm giải được với 
¡ < 1 nên mọi nhóm con của chúng đều là các nhóm giải được theo 
Bỏ để 5.6. Điều này lý giải tại sao các phương trình bậc < 4 giải được 
bằng căn thức. 





Nếu ta biết được cấu trúc của một nhóm Galois 
thế tính được nghiệm của đa thức đã cho. 





¡ được thì ta có 





VÍDỤ. Xét đa thức ƒ 
biệt là rị ạ. Đặt £ 


X2 Ex pX +. Giả sử ƒ có 3 nghiệm phản 








E:=Ki.s. 
G:=G(E/R). 


Ta hãy xét trường hợp Œ  5;. Đề cho tiện ta đồng nhất các tự 
đảng cấu của Œ với các chuyển vị của dãy nghiệm z+,z;,z4. GỌI 
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Ư là nhóm xích cấp 3 sinh bởi chu trình (zr;,z›.z¿). Tà có chuỗi 
G32 {e}. trong đó 7 là ước chuẩn của G và G/U *% S;. Đạt 
đu, 
Khi đó U = G(/L) (Định lý 6.2) và L là trường phân rã trên X với 
G(L/N) = G/U *% S› (Định lý 6.4). 
Gọi Ð là chu trình (z¡.za.z+¿). Đặt 





2i + cứa + £2eg), 


3 
Tà có fj € E theo chứng minh Bồ đẻ 6.5. Gọi ¡ là thu hẹp của hoán 
vị (ra, #4) trên L. Do ¿ là trường phân rã trên W nên W € G(L/N). 
Đặt 





1 
ñ:= si +£®(zi) 


lạ:=(h)= 3Ú +eửi + £?ng). 


Tà có 
tị = t3 =t— 0(Ÿ) = + 001) 

Giả sử f} — f‡ = Ú. Khi đó f¡ = z1; với một số mũ ¡ = Ú, 1,2 nào 
đó. Từ dây ta dể dàng suy ra được hai trong ba nghiệm zạ, z;, za phải 
bằng nhau. Điều này mâu thuẫn với giả thiết. Vì vậy đj—/3 # 0. Theo 
chứng mình Bổ đẻ 6.5 thì ⁄ = #{(f — tỶ) và (1t = t3)? € K. Tà cũng 
có f¡ # 0 vì nếu /¡ = 0 thì /¿ = +!(f) = 0 và do đó f‡—t3 = 0. Vì vậy 
E = L(H) theo chứng minh Bổ để 6.5. Tóm lại, 1 = (tỶ — 3,1!) 
là mở rộng căn của #Ý. 

Để tính các nghiệm z¡, ra, z¿ ta sẽ tính (‡ — f}.1¡ theo p,,£. Do 
(tT— f)? € K nên (f} — f‡)® phải là một biểu thức của 7.4, chỉ chứa 
các phép toán cộng trừ nhân chia. Dùng hệ thức Viète ta dễ đàng kiểm 
tra thấy 











(— 8)? = + hữ Ea + đi—a + aaza)Š — 27(zizaza)?] = BC +ự? 
1 3 3 12 1a + 213, 27(1iz2—a Đn 

Do G(L/) là nhóm xích cấp 2 sinh bởi / nên ý(z(z)) = ¿{z)r 
và do đó z¿(z) € L€Œ⁄) = K với mọi z € L. Từ đây suy ra 
tật) = t¿(Ÿ) € N. Dùng hệ thức Viète ta để đàng kiểm tra thấy 





3 


Hà 


1 2 3 
tÌŠ = zin +ửa + #y)” — 3(m#y + giữa + #aza)|Ÿ 
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Từ dây suy ra (ỷ. —f3 là nghiệm phương trình bậc hai 


Vì vậy 





ta nhận được công thức Cardano: 


=iị+tb, 


Là) £?h +eôù, 





#a =ch + cụ. 


75 


Dè thấy rằng công thức nghiệm này đúng cho mọi đa thức dạng 
ÀX# + pXÝ + j mà không cần giả thiết nó có nghiệm phân biệt và 


Ea#,, 


Sau đây, ta giới thiệu một lớp nhóm mà tính giải được chỉ phụ 


thuộc vào cấp của nhóm. 


Cho Œ là một nhóm hữu hạn. Tà coi hai phần tử z, 1 € Œ là fiềm 
hợp với nhau nếu tồn tại z € G sao cho / = zzz”Ì. Dễ thấy rằng 
đây là một quan hệ tương đương trong Œ. Quan hệ tương đương này 
chia Œ thành các lớp gồm các phần tử liên hợp với nhau. Vì vậy ta 


có công thức 


|G|= 3} nan, 


ni 


trong đó sự, là số các lớp có z: phần tử liên hợp với nhau trong G. 
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Tiếp theo ta chứng mỉnh số phần tử của mọi lớp phần tử liên hợp 
đều là ước của |G|. Trước tiên ta hãy cố định một phần tử + € Œ. 
Gọi L là tập các phần tử liên hợp với z. Đặt 


U:={zeG|xz=zzz"}} 


Có thể thấy ngay Ứ là một nhóm con của Œ. Tà đã thấy vÙ =zÙ 
khi và chỉ khi ~!z € Ứ. Điều này có nghĩa là z = „ !zzz ly hay 
yaụ"} „Vì vậy, ánh xạ zU => † là một song ánh từ 
tập các lớp kể trái của 7 lên L. Từ đây ty ra |G : U} = |L| và do 


đó 





|G| = IZ||U!. 


ĐỊNH LÝ 6,9. Mọi nhóm hữu hạn có cấp là lấy thừa của một số nguyên 
tố đều là nhóm giải được. 


CHỦNG MINH. Cho Œ là một nhóm hữu hạn có |G| = * với ÿ là một 
SỐ nguyên tố và r > 0. Như ta đã thấy ở trên, 


ph= ` Tiểu 


n2l 


trong đó z¡ chạy trên tất cả các ước của j”', Nếu n > 1 thì ø chia hết 
cho ?. Từ đây suy ra 


“si =p”— ) THISu 


n>3 


cũng chia hết cho p và do đó s; > 1. 

Gọi là tập tất cả các phần tử z € Œ thoả mãn điều kiện z = 
zzz~! với mọi z € Ớ, tức là các phản tử chỉ liên hợp với chính nó. 
Dễ thấy rằng U là ước chuẩn abel của Œ. Do || = s, nên |U⁄| =# 
với >0. Khi đó 


l6/0|=|G:0]= [g| =y*”! <p". 


Dùng quy nạp theo zr ta có thể giả thiết G/U là nhóm giải được. 
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Xét một chuỗi các nhóm con 


G/U =6 3G 2--- 2, = 





€Qœ/U. +} 


trong đó , là ước chuẩn của Ở,_¡ và G,_¡/G, là nhóm abel với mọi 
3 =1, „Ji. Đặt ' 
G¡ := {+ € G| zU e 6}. 


Tà thấy G,/Ư = G¡. Theo Định lý đẳng cấu nhóm thì Ở; là ước chuẩn 
của G¡_¡ và 

G;_¡/G, % ö._v/ö,. 
Vì vậy, ta có chuỗi các nhóm con 


G =G ĐG¡ Đ-:: 3 Gà = U Đ Gn¿i = {eo}, 


trong đó Œ, là ước chuẩn của Œ;_¡ và Œ,_;/GŒ, là nhóm abel với mọi 
=1, -} 1. n 


Từ Định lý 6.7 và Định lý 6.9 ta nhận ngay được kết quả sau. 


HỆ QUẢ 6.10. Cho E là một trường phân rã trên K. Nếu [E : K] là 
tuỹ thừa của một số nguyên tố p thì E(e,) là mở rộng căn bậc p của 
V. 


VI DỤ. Xét trường # := Q(£) với e = z;. Đặt 
ƒ=X!+X°+X?+X +1. 
Do X”— 1= (X -— 1)ƒ nên £ là trường phân rã của ƒ và 
#=(X—e)(X-£*)(X —£')(X —£!). 


Dùng đẳng thức trên ta có thể kiểm tra thấy ƒ không có ước trong 
(O|X]. Vì vậy ƒ là đa thức bất khả quy và do đó ƒ là đa thức tối tiểu 
của e trong Q|[X]. Từ đây suy ra [E : Q] = deg ƒ = 4. Vì vậy, E là 
mở rộng căn bậc 2 của Q. 

Đặt G = G(E/Q). Ta thấy G có 4 tự đẳng cấu ứng với các 
điều kiện e + £', Giới hạn của các tự đẳng cấu này trên tập 
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nghiệm e,e?,z?,=! của ƒ là nhóm xích cấp 4 sinh bởi chu trình 

:= (£,£?,£!,£*), Gọi Ứ là nhóm con của Œ sinh bởi chuyển vị 
Ø2 = (z,e!)(e°,e”). Ta thấy ngay U là ước chuẩn của Œ với U và 
G/U là nhóm xích cấp 2. 

Bây giờ ta tính trường bất biến Z”. Trước tiên ta thấy s?+z3 € £P, 
Theo Định lý 6.4, G(E”/Q)  G/U. Gọi ¿ là phần tử sinh của G/U. 
Do ¿ là giới hạn của ® trên Z” nên ¿2(e? +!) = e+z!. Theo chứng 
minh của Bồ đề 6.6, nếu ta đặt ø = £? + e3 — (c+ e!) thì E = Q(a). 

Theo hệ thức Viète ta có 





c+r?+e1+el=-I, 
Sử dụng công thức này ta thấy 


đ 





rt+z+e?+e1+2(L—e*—e—ct—e2?+1)=5. 


Từ đây suy ra a = vỗ và 


c+et= 


b?=c?+ec°—92z° =c?+ 
nên b= V5 + v5 -¿). Vì vậy 
E=0(a,Ù) =Q(Vv5, V5 + v5 -¡). 


Hơn thế nữa ta còn tính được 








g= EU VÁ-IếU 


_ Võ- 1+ v10+2v5-¿ 
ñ : 


BÀI TẬP 


6.1. Cho # là một trường chứa J{. Cho U¡, U¿ là hai nhóm con của 
G(E: K) và Lì = EU!, Ly = EU2. Chứng minh rằng: 


thập /Ñetlun hoploarg 


Chương 6. Giải phương trình bằng căn thức 15 


G) E2 = Dị Lạ, trong đó Ù)U¿ ký hiệu nhóm con của Ớ(E : 
Ñ) sinh bởi các phần tử của Ù¡  Ủạ, 

đi E01 = Ƒ (1y U 12). 
6.2. Đa thức P(X; 
4ng nếu 








„) € Q[X,..... X;] được gọi là đa ;hức đối 


PA... X„) = P(®(X)),.... ®(Xa)) 


với mọi chuyển vị ® của dãy biến Xị....,.X„. Cho 
ƒ =ẲG&À" +e¡X"T +... + 


là một đa thức bậc øð, Gọi ay.....ad„ là các nghiệm của ƒ. Chứng 
mỉnh ràng P(ø.....đ„) € Q(£o.€¡.....c„) với mọi đa thức đối xứng 
P Xu... ). 

6.3. Cho ƒ € #ˆX] là một đa thức bậc ø. Gọi áy,..., đ„ là các nghiệm 
của ƒ, Đặt E = N(ai,....a„), Ở = G(E/K) và 


A0):= ][ (6=) 


I<t<j<n 





Nhúng Œ vào nhóm .S,„ các chuyển vị của «¡,.... đ„. Chứng mình rằng: 
Œ) A7)? N, l 
đi) EG = K(A()), 
(ii) Œ € 44; khi và chỉ khi A(ƒ) € K. 


6.4. Cho ƒ2 = Q(s¿, ÿ€), trong đó e là một số nguyên không phải là 
› lập phương. Chứng minh rằng È' chỉ có một trường con phân 
rã khác Q và Ƒ là trường Q(e;). 

6.5. Cho # là một trường phân rã trên £ có nhóm ŒG(E/Ấ) là nhóm 
abel. Chứng minh rằng mọi trường con của # chứa 7€ đều là trường 
phân rã trên #Ý. 

6.6. Cho ƒ =.XÍ!+pX?+qX +r. Đặt Ấ = Q0,0.r) và gọi # là 
trường phân rã của ƒ trên #Z. Giả sử G(#Z//<) đẳng cấu với nhóm đối 
xứng 5 của các chuyển vị của đãy nghiệm của ƒ. Gọi G¡ là nhóm 
con của Š¡ sinh bởi các chuyển vị dạng (a.b)(e,đ) và Œ; là nhóm 
sinh bởi một chuyển vị dạng (a, b)(c. đ). Chứng mỉnh rằng: 
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() E! là trường phân rã của đa thức X3—2pX?+ (p?~ 4r)X + đ”. 

(i) Ƒ“: là trường phân rã của một da thức dạng .X? + z trên “`, 
trong đó z là một nghiệm của đa thúc trên. 

(ii) Từ những điều trên hãy lập công thức tính nghiệm của ƒ. 
6.7. Xét đa thức ƒ = X†— X?— 1. Chứng minh rằng |G(//O@)| =8 
và tính tất cả các trường bất biến của các nhóm con của Œ(ƒ/O). 
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DỰNG HÌNH BẰNG 
THƯỚC KẺ VÀ COMPA 


Trong chương này ta sẽ nghiên cứu việc dựng hình bàng thước kẻ 
Và compa. 


Trước tiên ta có thể quy giả thiết của mọi bài toán dựng hình về 
việc cho trước một số điểm nào đấy. Ví dụ như biết một độ dài có 
nghĩa là cho trước hai điểm sao cho đọan thẳng nối hai điểm đó có độ 
dài đã cho, cho trước một đường tròn có nghĩa là cho trước hai điểm 
sao cho một điểm là tàm đường tròn và đọan thẳng nối hai điểm đó 
là bán kính, cho trước một góc có nghĩa là cho trước ba điểm mà tam 
giác của chúng có một góc bảng góc đã cho. Cũng tương tự như vậy, 
một hình sẽ được coi là dựng được nếu ta dựng được những điểm xác 
định hình đó. 





Ví DỤ. Tà hãy xét ba bài toán dựng hình đã đóng một vai trò quan 
trọng trong sự phát triển môn hình học thời Hy Lạp cổ đại: 


® Cầu phương hình tròn: Dựng một hình vuông có diện tích bằng 
diện tích đường tròn cho trước. 


Giả sử z là bán kính của đường tròn cho trước. Khi đó cạnh hình 
vuông cần dựng có độ dài là y⁄r. Vì vậy bài toán này quy về 
bài toán: Cho trước hai điểm 4, 7. Hãy dựng điểm Œ trên đường 
thẳng 4L sao cho AC = AB. 


§I 
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Nhân đôi một hình lập phương: Dựng một hình lập phương có thể 
tích gấp đôi thể tích của một hình lập phương cho trước. 


Giả sử r là độ dài cạnh hình lập phương cho trước. Khi đó độ 
dài cạnh hình lập phương cẩn dựng là Ÿ2z. Vì vậy bài toán trên 
quy về bài toán: Cho trước hai điểm 4, 7. Hãy dựng điểm Œ trên 
đường thẳng A7 sao cho 4C = Ÿ2A4B. 








Chia ba một góc: Có thể chia ba mọi góc được không? 


Bài toán này có thể phát biểu lại như sau. Cho hai điểm 4, Ø tùy 
ý trên đường tròn tâm O. Có thể dựng điểm Œ trên cung 1 sao 


cho ÃOỞ = €# được không? 





Bài toán cầu phương hình tròn đã được nhấc đến trong một vở 
kịch Hy Lạp khoảng 400 năm trước công nguyên. Nó nổi tiếng đến 
mức người Hy Lạp cổ đại dùng từ 'đang bận cầu phương" để nói về 
ai đó dang tìm cách làm những việc không thể làm được. Trải qua 
hơn hai ngàn năm, có vô vần người đã tìm cách cáu phương hình 
tròn. Nhiều đến mức mà Viện hàn làm Paris năm 1775 và sau đó 
vài năm là Viện hàn lâm hoàng gia London phải ra một quyết định 
là không xét đến các gửi đến nữa. 














Bài toán nhân đôi hình lập phương còn có tên gọi là bài toán Deli. 
Sử sách lưu lại răng Eratosthenes (sinh khoảng 200 nam trước công 
nguyên) dã viết trong cuốn sách 'Platonicus` rằng thượng đế đã sấm 
truyền cho dân Deli là nếu họ xây được một đén thờ hình vuông lớn 
gấp đôi đẻn thờ cũ thì họ sẽ thoát khỏi nạn dịch dang hoành hành. 
Nhưng những người thợ không biết cách làm thế nào và họ đã đến 
hỏi nhà thông thái Plato và ông này trả lời rằng đó là thượng đế muốn 
làm người Hy Lạp hồ thẹn vì tội đã sao lãng nghiên cứu toán học và 
khinh thường môn hình học. Nạn dịch này là có thật và nó xảy ra 
khoảng 400 năm trước công nguyên. 








Bài toán chia ba một góc là bài toán ít nổi tiếng nhất trong ba 
bài toán trên, có lẻ vì người ta có thể để dàng tìm thấy các phương 
tiện thủ công để giải bài toán này. Các nhà toán học Hy Lạp cổ đại 
nổi tiếng như Hippocrates, Archimedes và Appolonius đều đã đưa ra 
những cách giải như vậy. 


"hlp/Äeulunhoploarg 


Chương 7. Dựng hình bằng thước kể và compea 83 
Bây giờ tà sẽ mô tả tập các điểm dựng được bằng thước kẻ và 
compa từ một tập cho trước. 


Cho À/ là một tập hợp có ít nhất là hai điểm trong mặt phẳng. Gọi 
L(.\F) là tập hợp tất cả các đường thẳng đi qua hai điểm của A/ và 
C{AT) là tập hợp tất cả các đường tròn có tâm là một điểm của Aƒ 
và bán kính là khoảng cách giữa hai điểm nào đấy của Aí. Các điểm 
đầu tiên dựng được từ À/ bằng thước kẻ và compa là các (giao) điểm 
dược xác định bởi các phép dựng hình sau: 











(1) Lấy giao điểm của hai đường thẳng khác nhau của /(A/). 

G1 Lấy giao điểm của một đường thẳng của L(.A/) và một đường tròn 
của CA). 

(3) Lấy giao điểm của hai đường tròn khác nhau của C(2J). 


Gọi A/* là tập hợp các điểm nhận được bởi các phép dựng hình 
(1). (2). (3). Có thể thấy ngay A/ C A/*. Ta xây dựng một chuỗi các 
tập diểm bằng quy tắc Af,„ := (A1,_¡)* với mọi 
¡ð »Ú, Các điểm của Ä7„ là chính các điểm nhận được từ À7 sau n 
phép dựng hình (1), (2), (3). Tập 





P(M) :=U,suÄMN, 
dược gọi là tập các điểm đựng được (bằng thước kẻ và compa) từ À1. 


Chủ Ý. T luôn luôn có /{Ä/)' = P(Ä/), có nghĩa là ta không thể 
dựng thêm được điểm mới nào từ 7/(A/). Thật vậy, môi điểm của 
P(LÀ)T được tạo ra từ một số hữu hạn điểm của 7(A/) qua các phép 
dựng hình (1), (2). (3). Các điểm này phải nằm trong một tập Àf„ nào 
đó và do đó điểm tạo được phải nằm trong Af„¿¡ C P(2/). 





Tiếp theo ta sẽ tìm các tiêu chuẩn cho một điểm cho trước nằm 
trong tập ƒ?(Ä/). Tà sẽ thấy đây là một vấn đề đại số. 


Trước tiên ta chọn một hệ tọa độ trong mặt phẳng. Do Aƒ chứa 
ít nhất hai điểm, nền ta có thể chọn các điểm (0.0) và (1,0) là các 
điểm của Af. Sau đấy ta đồng nhất mỗi điểm (a,0) trong mặt phẳng 
với SỐ phức œ + bi. Khi đó A7 là một tập các số chứa 0,1 và ta gọi 
các số của 7(M) là các số đụng được từ À1. 
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ĐỊNH LÝ 7.1. Tập P(M) là một trường có tính chất z* € P(A/ 


với mọi s € JP(A). 


CHÚNG MINH. Để chứng minh 7?(1/) là một trường ta phải chỉ ra rằng 
nếu 14A1) thì sị + 2 € P(ÀT) (za # 0). 

Các điểm Ú. z¡, zs. zị + z;¿ là các đỉnh của một hình bình hành. Do 
đó z¡ + :› dựng được từ 0. : + — z2 là điểm đối xứng với 
+¡ +3¡ qua z¿ nên nó dựng được từ z¡,z;¡ +z¿. Vì vậy. z+za € P(AI). 














Giả sử z¡ và z¿ có tọa độ cực là (rị,a,) và (ra.a¿). Khi đó tích 
z¡s¿ và thương # 0) có tọa độ cực là (rz;,ei + a¿) và 
lên dc — d3). Do tạ dã biết các độ dài 1,rị,r¿ nên ta có thể dựng 
dược độ đài r;r¿ và + theo các hình vẽ dưới đây. 

















“Ta cũng dễ đàng dựng được góc ‹4¡ +; từ các góc dị, dạ. Vì Vậy, z¡zs 








và :¡ : :a dựng được từ Ú, Ì. >¡. :„, có nghĩa là z\zạ, # € P(M). 
Cho z là một điểm tùy ý của 7(-). Điểm z* là điểm đối xứng với 
điểm z qua trục hoành nên z* dựng được từ 0.1.z. Vì vậy, z' € P(A/). 








Giả sử z có tọa độ cực là (ra). Căn v/z có tọa độ cực là ( v, 
hoặc (y7, 3 + z). Ta có thể dựng được độ dài # từ các độ dài 1.r 
theo các hình vẽ dưới đây. 
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Tà cũng dễ dàng dưng được các góc 5 và 3 +7 từ œ. Vì vậy, 2 


dựng dược từ 0,1,z, có nghĩa là z € P(A/). ñ 


Theo Định lý 7.L thì mọi số nhận được từ Àƒ bằng các phép toán 
cộng, trừ, nhân chia, khai cản bặc hai và phép lấy số liên hợp đẻu 
dựng dược từ Ä/. Hơn thế nữa, chứng minh trên còn cho ta biết cách 
dựng một số đó như thể nào. 


VIDU, Đa giác đều năm đỉnh nội tiếp đường tròn đơn vị dựng được 
bảng thước kẻ và compa. Thật vậy, nếu ta chọn điểm 1 là một đỉnh 
thì các đỉnh khác sẽ là các căn đơn vị e‡, £ = 1,2,3, 4. Do 





„_ VŠ=1+ V10+2Vỗ5 -¡ 
Săn 4 
nên các đỉnh này dựng được từ tập Àƒ = {0, 1}. 
Gọi Af" là tập tất cả các số liên hợp với các số của Aƒ. Đặt 
M:= MUM'. 
Trường Q(17) có tính chất 
9()* =Q(1). 


Thật vậy. nếu e € Q(A/) thì z” € Q(Ä7") do phép lấy số liên hợp 
do toàn các phép toán cộng trừ nhàn chia. Nhưng Äƒ' = M nên 
zceQ(A/) 


Theo Định lý 7.1 thì Q(Ä7) nằm trong 7?(Ä7). Tà sẽ dùng trường 
'Q(A/) làm trường cơ sở để đặc trưng các số dựng được từ Àƒ. 
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BỔ ĐỀ 7.2. Đặi N = Q(Ấf). Với mọi số z € Ñ* tồn tại một phẩn tử 
e€ N sao cho z€ N(V€). 


CHÚNG MINH. Sau đây ta ký hiệu z; là số phức a; +;/. Nếu z; € Ñ 
thì zj € M và do đó 





cũng là những phần tử của #Z. Theo định nghĩa thì z nhận được từ # 
qua một trong các phép dựng hình sau. 

(1)z là giao điểm của hai dường thẳng khác nhau của L(). Giả sử 
hai đường thẳng này đi qua các cặp điểm z¡,z¿ € Ñ và z;,zị € ý. Khi 
đó, các đường thẳng này là tập hợp các điểm có dạng (z; — 
(4 — z4)ø +z¡ với ứ,ø € ÍR. Vì vậy, các thông số , ð của z thỏa mãn 
phương trình (z¡ — za)t + z¿ = (z3 — zị)0 + z4. Từ đây suy ra 












(ứŒ\ — 3) + dạ = (dạ — qá)U + t4, 
(bu — bại)u + bại = (bai — bịä}ð + bại 


Nghiệm của hệ phương trình này có thể viết thành một biểu thức của 
các phép tính cộng trừ nhân chia với các số a;.b„/. Do a;,b„ € ý 
nên các nghiệm này thuộc vào # và đo đó z € Ñ. 

(2) z là giao của một đường thẳng của L() và một đường tròn 
của Œ(W]. Giả sử dường thẳng đó đi qua hai điểm :¡,z¿ € Ñ. Khi 
đó, ta có thể viết 


‡ = ((&i — ta) + 8a) + ((b: — Đa)u + bà)i 





với một số + € ïR. Giả sử đường tròn có tâm :¿ € Ý và bán kính r là 
khoảng cách giữa hai điểm z¡,z; € /€. Khi đó, 





rẺ = (ai — as)Ÿ — (bại — bại)? € K 
và ¿ là nghiệm của phương trình bậc hai 


[(&i — a3)u + ax — qạ]” — [(bí — bạ#)u + bại — by” = rẻ, 
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Gọi £ là biệt thức 






a phương trình này. Do ø;.b;¿.r? € Ñ nên e€ Ý 
và do đó ø € # (ve). Từ đây suy ra : € X(v€). 
(3) - là giao của hai đường tròn khác nhau của €(W). Giả 
 v Và hai đường tròn có tâm z¡, sa € Ñ và bán kính ?\,rạ. 
Tương tự như trên, ta có rỷ. rỷ € Wš và 











(z ~ ai)? — (yi — bị) = rỷ, 
= (#— a,)Ÿ — (yí— bú)? = rỷ. 





(r— ai)? + (w— bị) 
(P—“s)?® +(p—l¿ 


II 
¬ 





Lấy hiệu hai phương trình này ta nhận được phương trình 





2(u¡ — œ3)# — 2(bj¿ — bai) =r 





— t- — (bịi)® + (bại)? — rỷ + rậ € h. Do hai đường tròn 
cho trước không thể là hai đường tròn đồng tâm nên hoặc là a; # d¿ 
hay là bị = bạ. 

Nếu bị # bạ thì 





3(m — 0¿)}£ —r 
U=——————— 
l 3(b — bại) 

Thế giá trị này của ¿ vào phương trình của đường tròn thứ nhất ta 
nhận được 





› 2(œ —œ›)>—r p VT 
(+—m)?— S==-. —m) =r‡. 





Gọi e là biệt thức của phương trình bậc hai này, Do ai, az, bị, bại, n, r7 € 
Ñ nên c€ # và do đó z € (v€©). Từ đây suy ra i € X(v€) và do 
đó :=z+i€ K(v2©). 

Tương tự như trên, nếu «¡ # az thì ta cũng chỉ ra được sự tồn tại 
của một số e€ Ñ sao cho s € #(v€). Imị 


ĐỊNH LÝ 7.3. Một số z dựng được từ tập AI khi và chỉ khi z nằm trong 
mội mở rộng căn bạc hai của Q(ÁT). 
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CHÚNG MINH Đặt Ý = Q(A/). Nếu z € P(M) thì z € 1; với 
một chỉ số w > 0 nào đó. Nếu ø = 0 thì ; € Ä/ C Q(). Nếu 
1 > ( thì tồn tại một tập hữu hạn  € Ä/¿_¡ sao cho z € V!, Đạt 
L=(Q(Ä). Theo Bổ để 72 thì z € L(a) với ad” € F. Mặt khác, 
dùng quy nạp theo œ ta có thể giả thiết /V C K(at,....đ;), trong dó 
tỷ € NÑ(ứy.....đ—¡) với mọi ¿ = 1,....s. Do  = Ấ* và phép lấy số 
liên hợp bảo toàn các phép toán cộng trừ nhàn chỉa nên ta cũng có 
N*C Kíi,....a‡) và (aị)® 6 K(a1.....dị_¡)-Í = 1,....5s. Vì vậy L € 
on... đu. đ1...., a1) và do đó z thuộc vào JÝ(ứ,..., đụ đ}, ..- để, 4) 
là một mở rộng căn bậc hai của ZÝ. 

Đảo lại, nếu z nàm trong một mở rộng căn bậc hai # của # thì 
1 phải nằm trong (1V) theo Định lý 7.1 và do đó z€ /(A). FT] 












Ta có thể phát biểu Định lý 7.3 dưới một dạng đẻ kiểm tra hơn. 


HỆ QUẢ 7.4. Một số z dựng được từ tập AI khi và chỉ khi s là một 
phần tự đại số trên Q(À1) và trường phân rã của đa thức tỏi tiểu của 
z trên Q(ÁT) có bác là một lũy thừa của 3 


CHÚNG MINHI- Đặt ý = Q(A/). Giả sử z nằm trong một mở rộng căn 
bạc hai /Z của #Ý. Theo Định lý 3.10 thì z là phần tử đại số trên Ñ. 
Tiếp theo ta có thể giả thiết /Z là một trường phân rã (Bổ để 5.3). Gọi 
L là trường phân rã của đa thức tối tiểu của z trên . Khi đó L€ # 
_ Hệ quả 4.3 và [7 : /X] là ước của [Z : #ý] theo Bồ đẻ 3 

= N(a... — trong đó œ; là căn thức bậc 2 của (¿ 
— ¡= 1,..,m. Do á¿ là nghiệm của một đa thức dạng X œ =Ũ 
với œ¡ € hình ..a,) nên đa thức tối tiểu của œ„ có bậc 1 hoặc 2. Vì 
VẬY, ñ]là Hi lũy thừa của 2 theo Định lý 3.8 và do đó (L: ñ] 
cũng là một lũy thừa của 2. 

Đảo lại, giả sử z là một phần tử đại số trên # và {L : #] là một 
lũy thừa của 2. Khi đó, z € L năm trong một mở rộng căn bậc hai 
của theo Hệ quả 6.10. n 



























Tà sẽ dùng hệ quả trên để chỉ ra một số hình không dựng được 
bằng thước kẻ và compa. 

® Không thể cẩu phương hình tròn: Chọn 0. 1 là hai đỉnh của hình 

vuông cẩn tìm. Khi đó ta phải xét số y4 có dựng được từ tập 
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A/ = {00.1} hay không. Tà có Q(V) = Q. Nếu v7 là phần tử 
đại số trên Q thì v/Z là nghiệm của một da thức ƒ(X) e @iX] và 
do đó x là nghiệm của đa thức ƒ(X”) € QíX]. Nhưng điều này 
Kkhỏng thể xảy ra được vì Lindemann (1852-1939) đã chứng mình 
không phải là phần tử đại số trên ©. Phép chứng minh này 
cần đến các công cụ giải tích. 











Không thể nhân đói một hình lập phương: Chọn Ö. 1 là hai đỉnh 
của hình lập phương cẩn tìm. Khi đó ta phải xét số Ÿ2 có dựng 
được từ tập Àƒ = {U, 1} hay không. Tà có Q(Ä7) = Q và X3—2 là 
đa thức tố của 2 trên Q. Theo Định lý 3.8, bậc của trường 
phân rã của .Ý* — 2 trên @ chia hết cho 3. Vì vậy, ta không thể 
dựng ở? từ ©. 








Bây giờ ta sẽ giải quyết bài toán dựng hình sau đây. 





Dựng đá giác đểu: Với số r nào thì ta có thể dựng được một đa 
giác đều # đỉnh nội tiếp một đường tròn cho trước? 

Đạt £ Nếu ta chọn điểm 0 là tâm của đường tròn và điểm l 
là một đỉnh của đa giác đều thì các đỉnh khác của đa giác đều chính 
là các căn đơn vị e.....e"”!, Vì vậy, bài toán có thể quy về việc tìm 
các số tự nhiên z sao cho e dựng được từ tập À/ = {0, 1}. 











Ký 
Người tì 


lệu tÐ,(.X) là đa thức tối tiểu của s trên trường Q() = Q. 
ọi bự là một đứ thức phản cáu. Do 00„(X) là ước của 








đã thức .X” — Ì mà (z) lại chứa tất cả các nghiệm của .X" — 1 
nên Q(-) là trường phân rã của ®;(X) trên Q. Theo Định lý 3.8, 
(Q(zj : | = deg®,(X). Vì vậy. ta chỉ cần xét xem khi nào thì 


deg ®,„(.Ý) là một lũy thừa của 2. 
Ví DỤ, Đa giác đều năm đỉnh dựng được bằng thước kẻ và compa vì 
®ạ(X)= X!+X'+X?*+X+I. 


Tà gọi một cân đơn vị C là căn nguyên thủy bậc r nếu 1,€,....C~T 
là tập tất cä các cân đơn vị bậc r. Dễ thấy rằng € là một cân nguyên 
thủy bậc r khi và chỉ khi € = e” với (n,z) = 1. Ta sẽ thấy tập nghiệm 
của ®,(.X) chính là tập các căn nguyên thủy bậc r. 
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BỒ ĐỀ 7.5. Œ,(X) := [],„„;.,(X 





). 


CHÚNG MINH.  ĐậLø = ®,. Cho € là một ngiệm tùy ý của ø. Do / 
là ước của đa thức .X” — 1 nên € là một căn đơn vị bậc z. Theo Định 
lý 3.5 tồn tại một đẳng cấu của Q(z)/Q sao cho W(z) — €. Khi đó 
(£J) = €' với mọi j = 0.1,....? — 1. Vì vậy, 1.€.....Œ! là những 
căn đơn vị khác nhau. Do ta chỉ có r căn đơn vì bậc z nên ta có thể 
kết luận đảy chính là tập tất cả các can đơn vị bậc r và do đó € là cân 
nguyên thủy. 

Tiếp theo, ta sẽ chứng mình s” là nghiệm của ¿ cho mọi số nguyên 
tố ? Với (p,r) = 1. Do ø là ước của đa thức X” — 1 nên ta có 
.XT—1=gh với h €(QÍX]. Do g.h có hệ số đầu là ! nên ø./ có hệ 
số nguyên (xem chứng minh Tiêu chuẩn Eisenstein). Giả sử e” không 
là nghiệm của ø. Khi đó, eP là nghiệm của h. Gọi ƒ là đa thức tối tiểu 
của e" trong QÍX}. Do ƒ là ước của ở nên  = ƒ& với & € Q/X]. Do 
h có hệ số nguyên và các hệ số đầu của !. ƒ,k dếu àng 1 nên ƒ., 
cũng là những đa thức có nguyễn. ngiệm của ƒ(X) 
nên ƒ(Ý”) chia hết cho ø Bảy giờ ta sẽ xét đa thức với hệ số 
nguyên như là các đa thức với hệ số thuộc các lớp đồng dư môỏdulô j:. 

















Ký hiệu Z/y⁄2 là tập các lớp đống dư môđulỏ p (xem Chương, 
4). Trong tập Z/pZ ta có thể thực hiện các phép toán cộng trữ nhân 
chia. Ba phép toán đấu được thực hiện một cách thông thường: 


[mì] + [n] := 
Im|ln]: 
Riêng phép chia được định nghĩa như sau. Cho íø| # 0 tùy ý. 


Do (n.p) = 1 nên ta có thể - thấy các số nguyên e,d sao cho 
ch + đp = 1. Khi đó, |c|[n] = |cn) = [1| và ta định nghĩa 


[me]. 
Có thể dễ dàng kiểm tra thấy rằng các định nghĩa trên có lý theo 
nghĩa các phép toán với các phán tử cùng lớp đồng dư phải cho cùng. 
một kết quả. 

Gọi (Z/pZ)[X] là tập các đa thức với hệ số trong Z/pZ. Do 
3/pZ có phép chia nên ta có thể chia hai đa thức trong (2/ø2)(X) 





[m| 
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bằng thuật toán Euelid. Ngoài ra, với mọi đa thức ƒ„ø € (Z/p)(X] 


tà có công thức 
# vðy 
ø)"= taP—Ê — ƒP + gP 
Ứ-ø) >0) Jh+ 
((P) ~ Umod p do p là số nguyên tổ). Từ đây suy ra 
ƒ"=ƒ(X"). 
Nếu / và ¿ không có ước chung bậc đương thì dùng thuật toán 
Euclid ta tìm thấy các đa thức h;,¿ sao cho ƒhị + øh› = 1. Tà thấy 





(hi + hà) = J" 


¡+0nhš§ = 1. 


Do /# = ƑLX”) chia hết cho ø nên 1 chỉa hết cho ø Đây là một điều 
võ lý vì clowø >Il Vĩ vậy tồn tại một đa thức bậc dương là ước 
chung của ƒ và ø Khi đó, X7 — 1 = føk chia hết cho u°. Lấy đạo 
hầm tà thấy r7”! chía hết cho ứ. Vì (p,z) = 1 nên tồn tại ?n sao 
cho ớ = 1 (niodp), Từ đây suy ra X*~! chía hết cho mu và do đó 
„ chỉa cho X, đân đến một điều vô lý là .X” — 1 chia hết cho .X. 
Vậy £ là nghiệm của ø. 











Bây giờ, ta xét một căn nguyên thủy £” tùy ý với (n,?) 
SỨ Ð = J4 ***D, VỚI DỊ... Đs c số nguyên tố. Đặt / := £! 
Đồ (0 +}, ¡,?) = Ï nên @ð là căn nguyên thủy bậc z. Quy nạp theo 
» tạ có thể giả thiết ø là nghiệm của ø. Khi đó, ø cũng là đa thức tối 
tiểu của ø. Do (/,,r) = 1 nén lý luận tương tự như trên ta sẽ thấy 
” = ø“* cũng là ngh Ụ 









ệm của /. n 


Để tính bậc của đa thức phân cầu ta ký hiệu ¿(?) là số các số 
nguyên đương ¡ < ? với (n,r) = 1. Người ta gọi ¿(r) là hàm Euler. 
Theo Bổ để 7.5 thì 

dog ® = gÝ). 
BỔ ĐỀ 7.6. Cho r = j' ---p9* với pị,.... p, là các số nguyên tố khác 
nhan và a\,....ay > 0. Khi đó 


øi~1, 1 


#(r) = (m — 1)---(pDy — 1P!” ++- pệ"” 
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CHỨNG MINH. - Đặt p = j¡ và œ = ai. Các ước số của ¡” có dạng 
với 1 <n < p°®"!, Sðố các ước số này là ;“”Ì, Vì vậy, 
#(p') =p?—p?"` =(p~ 1)pP”'. 

Công thức này chưng mình trường hợp s = 1. Nếu š > 2 ta đặt 
g = pš'!‹‹+p$*, Khi đồ r = p°g. Ta thấy mọi số nguyên dương ?¡ < r 
với (n,4) = 1 đều có thể viết dưới dạng ø = fq++n với 0 <† < p*, 
0<m< q, (mg) = 1. Vì vậy, ta có đúng 7"¿2(g) số nguyên dương 
?t < jˆq với (n.g) = 1. Do (p, 4) = 1, các số chia hết cho p trong các 
số trên chính là các số có dạng mn với 0 < rn < p°~1q, (n, g) = 1. Số 
các số n này là p*”!2(). Từ đây suy ra 


(r) = phe(q) — p*"h¿(q) = (p— 1)p*"!2(4). 


Dùng quy nạp ta có thể giả thiết 


øa—l 


Ø9(4) = (0a = 1): *(p,  1)p#?”` ---pỆ 
Thay giá trị này của ¿(4) vào công thức ở phía trên ta nhận dược 


Ø(r) = (m — 1)-- - (p — 1)p†*”” ++p§*~" 


n 


Bây giờ ta sẽ xét xem khi nào thì ¿(z) là một lũy thừa của 2. Bổ 
đề 7.6 cho thấy ta phải xét các số nguyễn tổ p sao cho — l là một lũy 
thừa của 2, có nghĩa là p có thể viết dưới dạng 3” + 1. Khi đó ?+ phải 
là một lũy thừa của 2. Thật vậy, nếu r= không phải là lũy thừa của 2 
thì z = 2° với s > 2 là một số lẻ. Khi đó p = #" + 1= (2**)*+ 1 
chia hết cho 3?” + 1, dân đến một điếu mâu thuẫn. Vậy p phải có 
dạng 3?” + 1. 


Một số nguyên tố dạng 2?” + 1 được gọi là một số nguyên tố. 
Fermat. Tên gọi này có xuất xứ từ một giả thuyết của Fermat nói 
rằng các số đạng 2?” + 1 đều là số nguyên tố. Giả thiết này đúng với 
œ=0,1,2,3, 4 (các số nguyên tố tương ứng là 3,5, 17, 357, 65537) và 
Sai VỚI q = 5. 
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ĐỊNH LÝ 77. Ðứ giác đều r đính dựng được bằng thước kể và compa 
khi tà chỉ khi r có dạng: 


r=?“p 





"*Đ 
trong đó pị..... p, là các xố nguyên tổ Fermat khác nhau. 


CHÚNG MINH, - Như ta đã thấy ở trên, đa giác đều r đỉnh dựng được 
È và compa khi và chỉ khi „z(r) là một luỹ thừa của 2. Giả 
là một sự phân tích z thành các thừa số nguyên tố. 
Theo Bồ để 7.6 thì (r) là một luỹ thừa của 2 khi và chỉ khi 7y,..... p„ 
là các số nguyên tổ Fermat và a — --- = d„ = l. n 





bảng thướ 








Ví DỤ. Các số tự nhiên đầu tiên có dạng 2%Ÿ' - -- p‡* như trên là các 
số 3, 1,5,6, , LÚ, 12, 15, 16, 17,20... Vì vậy, ta không thể dựng được 
các da giác đều r đỉnh với r = 7,9. 11.13, 14, 18, 19, 





Bây giờ ta sẽ áp dụng bài toán dựng đa giác đều để giải quyết bài 
toán chia ba một góc. 


® Không thể chia ba mọi góc: Cho a là một góc tuỳ ý được xác 
đỉnh hởi ba điểm Ö.1. và z = cosa + šina ý. Không phải bạo 
giờ ta cũng dựng được điểm 





TT. 
#:= {+ + Sỉn ~ ? 
3 3 


từ tập {0.1.z}. 


“Thật vậy, nếu ta chọn œ = 60' thì z = z¿ và z = e¡;. Như ta đã 
thấy ở trên, =¿ dựng được từ tập {0.1} và =;s không dựng được 
từ tập {Ú. ¡}. Vì vậy, =¡s không thể dựng được từ tập {0. 1,zs}. 
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Ngay từ thời Hy Lạp cổ đại, người ta đã biết dựng các hình đa 
giác đều có 2° đỉnh với p = 3. 4,5 và a bất kỳ. Hơn hai ngàn năm 
sau đó, người ta cũng không biết thêm một đa giác đẻu nào có thể 
dựng được bằng thước kẻ và compa. Phải đến năm 1796, Gauss mới 
chỉ ra được một đa giác đều khác là đa đều 17 đỉnh có thể dựng 
được bằng thước kẻ và compa. Gauss cũng là người đưa ra tiêu chuẩn 
để dựng được một đa giác đều với sổ đỉnh cho trước như trên. Ông 
cũng là người đầu tiên khẳng định không thể nhân đói một hình lập 
phương và chia bú một góc bằng thước kẻ và compa nhưng không, 
chứng minh. Người chứng minh các điều này là Wantzel (1814-1848) 
trong một bài báo về tiêu chuẩn dưng hình công bố nam 1837. 

















BÀI TẬP 
7.1. Hãy dựng cụ thể một đa giác đều năm đỉnh nội tiếp một đường. 
tròn cho trước bảng thước kẻ và compa. 
7.2. Giả sử ta đã có đồ thị đường cong parabôn Ý⁄ = .X” trong mặt 
phẳng tọa độ. Chứng minh rằng khi đó ta có thể dùng thước kẻ và 
C0IIDA: 
() dựng độ dài ÿ với mọi độ dài r cho trước, 
(ii) chia ba một góc œ cho trước. 





7.5. Cho z là một nghiệm của đa thức X* +. + 1. Có thể dựng z từ 
tập {0, 1} được không? 
T.4. Chứng minh công thức 

Xe II®.(4): 

sịr 

7.5, Tính đa thức phân cầu ®„(.X) cho mọi z < §. 
T.6. Cho Ƒ là một mở rộng hữu hạn của Q. Chứng minh rằng tập các 
căn đơn vị trong là tập hữu hạn. 
7.7. Hãy mô tả nhóm Œ(Q(c;)/Q). 
thành một biểu thức của các căn bậc hai. 
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CHƯƠNG 1 
1.1. Giả sử 
ƒ =(œX" +c¡X"L+...+ ca (cạ # 0). 
Từ điều kiện /(E) = Ú ta nhận được 
cạp” + eịp"~Ìq +... + eng" = 0. 


Vì vậy e„ chia hết cho p và cọ chia hết cho ạ. 

1.2. Do hệ số đầu là 2 và hệ số tự do là 4 nên các nghiệm hữu tỷ chỉ 
có thể là +4, +2, +1, +3. Thay các giá trị này vào phương trình để 
thấy chúng không là nghiệm. 





1.3. Theo công thức de Moivre ta có 
Ícosœ + sin œ i]Ỷ = cos(3a) + sin(3@) ¿. 
Khai triển vế phải rồi so sánh các hệ số ở hai vế ta nhận được 
cos(3œ) = cos”œ — 3 cos œsinP œ = 4cos3 œ — 3cos œ, 


sin(3œ) = 3 cos? œsin œ — sin” œ = 3sinœ — 4sinẺ a. 


1.4. Điều kiện cần đã được chứng minh trong Hệ quả 2.4. Để chứng 
mình điểu kiện đủ giả sử ƒ(a) = ƒ'(a) = 0. Khi đó ta có thể viết 


ƒ(X) = (X ~a)g(X), 
ƒf(a) = (X~a)h(X). 
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Từ đây suy ra 
ø(X) = ƒ(X) -(X = a)g(X) 
và do đó 
ƒ(X) =(X~ 4} [h(X) + g(X). 
1.5. Do 1,z„,....e?”! là tập nghiệm của phương trình X” — 1 nên 
dùng công thức Viète ta nhận được 
1+£„ +2 +-:-+enT = 0, 


1.6. Hãy biến đổi biểu thức (z¡ — z;)2(#¡ — #a)*(z¿ — za)? thành một 
hàm của z\ + 7s + 7x, Ti. +14 + faz3, Tỉ 7a + 7a rồi dùng hệ 
thức Viète. 


17. Ta thẩy e¡ = £¿ và eạ = £‡. Do l + £¿ + £$ = Ö nên 





Đị +1: + Ua = (+ s¿ + £3)(h +fa) = 0, 





0a + ú + 0a = (L+ za + cã)(1 + t3) + 3(6s + c3)hfa 
= -3ht¿ =p, 
ta = t + (L+ sa + e3)(Ÿtạ + bi) + 
=t}+ =-d. 


Vì vậy, ị, 02, 0 phải là nghiệm của phương trình 
X?+pX+q=0. 


1.8. Phương trình bậc ba tương ứng là Y3 + Ÿ ‡ 1 — 0, Khi đó ta có 


3 
hiạ= 





CHƯƠNG 2 


2.1. Ta chỉ cần chứng minh v⁄4, vb € Q(a + vÈ). Ta có 


vã-vš= St W c0(v5+v8. 
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Từ đây suy ra 


~_ Va+vB _ va- vũ 
VE= TS = ð 








cQ(v2 + v?) 


và do đó 


vh= vá~ (v&— v8) e Q(va+ v9). 
3.2. Đạt K = Q(V2+v3+ v5). Ta chỉ cần chứng minh v2, v3, v5 € 


#ý. Trước tiên, ta thấy 
(v5+ vä+ v5)?(v5 + vä~ v5)” = [(v5+ v3)” - s] = 4. 
Từ đây suy ra (V2 + v3— v5)” € K và do đó 
(v2+ vä+ v5)? + (V3 + v8— v5)” = 30 + 1V6 e K. 
Vì vậy (v2 + v3)? =5 + 2V6 e K, dẫn đến 


(v5 + v3)? : 
v2 + v3 + v5 





vV2+v3— v5 = N. 
Bây giờ tả có 
v5= ;|(v5+ vã + v8) ~ (v5+ v8~ v§)} e K. 


Vì vậy /2+ v3 = (vV5+ vÄ+ v5) - võ € K và do đó v2, V3 € K 
(xem bài tập trên). 
2.3. 'Ta thấy 


(1+ v3i) = 1+ 3V3i + 92 +3V3Ö = —8. 


2.4. E := Q(z„, W/e) là trường phân rã của đa thức X" — e. 
2.5. Tà thấy 


X®—9=(X— ở2)(X — :¿Ÿ2)(X — e22). 
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Dùng đẳng thức này ta có thể thử để thấy X3 — 3 không có ước trong 
V]. Vì vậy, .Ý? — 2 là một đa thức bất khả quy và do đó là đa thức 
tối tiểu của 2 trên Q. 

2.6. Gọi h là đa thức tối tiểu của a trên 7. Ta thấy mọi nghiệm của h 
đều là nghiệm chung của ƒ,ø. Do ƒ,ø chỉ có một nghiệm chung duy 
nhất nên deg/ = 1. Từ dây suy ra a € L. 

2.7. Ta đã biết L(a) = {ƒ(a)| ƒ € LíX}. Gọi ø là đa thức tối tiểu của 
œ trên Ƒ. Theo thuật toán Ơclit thì / có thể viết dưới dạng ƒ = hg + g 
với lh,ụ € L[X], degq < r. Khi đó ƒ(a) = q(a). Điều này chứng tỏ 
mọi phần tử ƒ(a) của Z(a) đều có thể viết dưới dạng 





JƑ(a) = cạa ~! + œaT~2 + ‹-‹ + em -r 


với cạ,...ep-; € L. Nếu ƒ(a) = p(a) với một đa thức p € L[X] có 
bậc < r thì p—€ L(X] là một đa thức bậc < z triệt tiêu tại œ. Theo 
định nghĩa của đa thức tối tiểu ta phải có p—  = 0. Điều này chứng 
tỏ cách viết /(4) như trên là duy nhất. 

2.8 Bằng quy nạp, ta có thể giả thiết 


l((\..... đạ—1) = {0(0..... đu—y)| g 6 KÍX Xa-l]} 





Theo Định lý 2.6 thì 
E = {h(a,)| h € K(ai,....a;—:)[Xa]}- 
Phối hợp hai công thức trên ta nhận được 


E= U(au-...sa)| ƒ 6 K[Xu,~2Xa]}- 


CHƯƠNG 3 


3.1. Giả sử # = J€(a,....a„) là một mở rộng căn của #Ý, trong đó 
aƒ € Ñ(ay,...vay—¡) với một số r > 0, ï = 1,...,a. Khi đó 


®(a,)" = ®(a!) € ®(K(ai,....&—1)) = K(®(át), s.. ð(6—1))- 
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Vì vậy ®(E) = K(®(ai)...., ®(a„)) là mở rộng căn của ƒÝ, 

3.2. Cho ai là các nghiệm của ƒ. sử # là một mở rộng căn 
của # chứa ai. Ta có thể giả thiết ƒ là đa thức tối tiểu của a; trên 
W. Với mọi œ¡ ta có một đẳng cấu ®; của E/ sao cho Ở(ø¡) = dụ. 
Theo bài tập trên, ®,(#) cũng là mở rộng căn của #Z. Vì vậy, trường 
mở rộng của bởi các phần tử của ®,(E) với mọi ¿ = 1,...,?: là mở 
rộng căn của #Ý. Hiển nhiên là trường này chứa a,..., đ„. 

3.3. Đa thức tối tiểu của {⁄2 trên Q là .X3 — 2 (xem Bài tập 2.5). Đa 
thức này có ba nghiệm là eŸ #2, £ = 0,1,2. Vì vậy, trường Q( #2) có 
3 đẳng cấu trên Q ứng với các điều kiện Ÿ2 + e‡Ÿ2. Các ảnh của 
3 qua các đẳng cấu này lần lượt là Ÿ⁄4,e3⁄4,£› ⁄⁄4. 

3.4. Ta có thể giả thiết ƒ là một đa thức chuẩn. Khi đó. ƒ là đa thức 
tối tiểu của ø trên #Ý. Vì vậy, [K{(a) : K] = deg ƒ theo Định lý 3.8. 





a 

















3.5, Cho ã,...,ø„ là các nghiệm của ƒ. Gọi ø là đa thức tối tiểu của 
a; trên , Do ø là ước của ƒ nên degø < n. Vì vậy, [X(a) : K] = 
deggø <m. Đặt 


k— (ÄX'—øä)z>=[Ÿ'—az): 


Do ƒ = (X — an)h nên dùng thuật toán Euclid ta thấy b € X(an)[X]. 
Trường phân rã của ù trên #X(a;) chính là F2. Bàng quy nạp, ta có thể 
giả thiết [E : K(a)] Š (n — 1). Vì vậy, 


(E: K] ={E: K(a)]: [N(a) : K] < n!. 


3.6. Điều kiện ®(a) # a với mọi ® € G(L/K}). ® # id¿, cho ta thấy 
G(L/K(a)) = {id,). Vì vậy (L : K(a)] = 1 và do đó L = K(a). 
3.7. Cho # = Ñ(ai,...,ø„) là mở rộng hữu hạn của 2C. Do ø; là phần 
tử đại số trên JZ nên a, là nghiệm của một đa thức ø € K[X]. Khi 
đó, Z nằm trong trường phân rã của đa thức g; - -- g„ trên ?/(. 

3.8. Tà chỉ cần chứng minh trường hợp # = #{(a¡, œ;) là mở rộng hữu 
hạn của bởi hai phần tử. Theo Định lý 3.10, øi. a¿ là những phần 
tử đại số trên #. Gọi ø¡,ø› là các đa thức tối tiểu của ø, øs trong 
KLX]. Cho uị,....ư„ và tị,....ø, là các nghiệm phân biệt của Ø, Øa, 
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trong đó ai = trị và ø¿ = 0¡. Chọn một phần tử b € sao cho 
bi “L0 Enlieof g =etyaag) 
tì —y 

Khi đó, ưị + bu — bu; # uị với mọi 7 # 1. Đặt 

œ:= tị + bụi = ai + baa, 

9:= ƒ(a—bX). 
Ta có ø(ø¿) = fl(a¡) = 0 và g(0;) = fin + bi — bay) #: 0 với mọi 
j1. Vì vậy ƒ¿ và ø chỉ có một nghiệm chung là ø¿. Do ƒ; và ø 
là những đa thức trong X(4)[X] nên a;¿ € K(ø) (xem Bài tập 2.6). 


Khi đó ta cũng có ai = a — ba¿ € K(a). Vì vậy, ta có thể kết luận 
X(a,as) = Kía). 





CHƯƠNG 4 


4.1. Ta chỉ cần chứng minh điều kiện đủ. Giả sử # = K(øy,....an). 
Do # là một mở rộng hữu hạn nên a; là một phần tử đại số trên /Ý. 
Gọi ø, là đa thức tối tiểu của a; trên /Ý. Nếu mọi đa thức bất khả quy 
của [X] không có nghiệm hay có toàn bộ nghiệm trong # thì mọi 
nghiệm của ø¡ đều nàm trong #. Vì vậy, E là trường phân rã của da 
thức ø - + : Øn. 

4⁄2. Cho ® là một tự đẳng cấu của £(7)/K(T). Do # là một trường 
phân rã nên ® là một tự đẳng cấu của Z/X. Ta để dàng kiểm tra thấy 
ánh xạ ® r+ Ø; là một đồng cấu từ G(E(T)/K(T)) vào G(E/K). 
Nếu ÿ; = Ứg thì #(a) = W(ø) với mọi a € và do đó $ = Ứ, 
Điều này chứng tỏ đồng cấu trên là một đơn cấu và ta có thể kết luận 
G(E(T)/K(T)) đẳng cấu với một nhóm con của G(E/). 

443. Gọi ø là đa thức tối tiểu của ø trên . Mọi tự đẳng cấu của 
G(ƒ/K) đều biến ø thành một nghiệm của ø. Vì vậy, ƒ và ø có cùng 
chung tập nghiệm. Do ƒ và ạ không có nghiệm bội nền ƒ = cø với 
c€ #. Từ đây suy ra ƒ là đa thức bất khả quy. 

4.4. Có thể thử trực tiếp để thấy ƒ có 3 nghiệm phân biệt và không có 
nghiệm hữu tỷ. Vì vậy ƒ là một đa thức bất khả quy trong Q[X]. Gọi 


"hp /Äeulun hoploarg 


Hưởng dân giải bài tập II 


đœị.(t›. (ty là các nghiệm của ƒ. Từ (¡) ta suy ra được Q(a¡) là trường. 
phân rã của ƒ. Do ƒ là đa thức tối tiểu của ø¡ nên |G(ƒ/@)| = 3. 
Do Š¿ chỉ có một nhóm con cấp 3 là nhóm 41; nên Œ(ƒ/Q) chính là 
nhóm này. 

4.5. Đa thức ÝÌ — 2 có 4 nại 
{Q(¡. Ý2) là trường phần rã của ^ 





là #2, = 0,1,2,3. Vì vậy, 
2. Dùng đẳng thức 
X!~2=(X - Ÿ2\(X + Ÿ2)(X —¡2)(X + ¡Ÿ2) 
ta dễ đàng kiểm tra thấy .X1—2 là da thức bất khả quy trong Q(2)(X]. 
Vị vậy Ý?—2 là đa thức tối tiểu của ÿ2 trên Q(¿). Do đa thức tối tiểu 
của của ¿ trên Ợ là .X2 + 1 nên Ợ(¿) có hai đảng cấu trên Q ứng với 
các điểu kiện ¡ + +¿. Theo Định lý 3.5, mỗi đẳng cấu của Q(2)/Q 
có thể mở rộng thành 4 đẳng cấu của Q(¿, Ÿ⁄2)/Q ứng với các điều 
kiện V2 ¬ ¡!Ÿ2. Như vậy là nhóm Galois G(Q(¡, Ÿ2)/Q) có 8 tự 
đẳng cấu. Thu hẹp của các tự đẳng cẩu này trên tập nghiệm 
ai = È2, aạ =iV2, ay =—Ÿ2, ứ = —iŸ2 


lập nên một nhóm con của Š; gồm các chuyển vị: 


(Hị,ạ, đạ, thị: đa, đạ, dạ, địt G34, 1, đại 0441, đạ, đại 


(1101, tị, đa; đa, Œị, tị, đa đa, đa,tị, 0; 0,0, đạ, đị, 


trong đó hàng đầu gồm các chuyển vị của Œ(Q(, Ÿ2)/Q(). Các 
chuyển vị trên có thể viết thành tích các chu trình như sau: 


(ai); (@1y42,đ3, 4); (d1,0)(62,64); (đ1,4, 6ã, 82); 


(ty, 0a); (h,02)(đa, d4); (d¡, 0a); (a, 64)(8a, tạ). 





4.6. Đa thức X' — 4 có 4 nghiệm là ?'Ÿ⁄2, ¿ = 0,1,2,3. Vì vậy, 
{Q(G. ở?) là trường phân rã của X1 — 4. Do đa thức tối tiểu của của 
¡ trên Ợ là X? + I nên Q) có hai tự đẳng cấu trên Q ứng với các 
điều kiện ¡ => +¿. Do đa thức tối tiểu của ở2 trên Q(¿) là X?— 2 nên 
mỗi tự đẳng cấu của Q(¿z)/Q có thể mở rộng thành 2 tự đẳng cấu của 
Q(¿. Ÿ2)/Q ứng với các điều kiên Ÿ2 + +2. Như vậy là nhóm 
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Galois G(Q(/, Ÿ⁄2)/Q) có 4 tự đẳng cấu. Thu hẹp của các tự đẳng 
cấu này trên tập nghiệm 





ai = Ÿ2, a¿=iŸ2, nạ =—Ủ2, ai =— 
lập nên một nhóm con của Š; gồm các chuyển vị: 
đị, đạy đạy tại đậy Gạy địy đại đị, đá; đã, đại. đạ, đạ, đị, Gị, 
trong đó hai chuyển vị đầu là của nhóm Galois G(Q(¡, /⁄2)/O(/)). 
Các chuyển vị trên có thể viết thành tích các chu trình như sau: 
(ai); (ai,as)(1a,đ4): (aa,04); (a,03). 


4.7. Ta áp dụng Định lý 4.5. Trước tiên ta thấy ƒ là đa thức bất khả 
quy theo tiêu chuẩn Eisenstein. Đa thức ø(X) := ƒ(X) — 2 có hai 
nghiệm không thực và ; — 2 nghiệm nguyên chẩn. Do |¿(n)| > 2 với 
mọi số lẻ + nên các giá trị cực đại của hàm (X) đều lớn hơn 2. Vì 
vậy, ƒ(X) có đúng p — 2 nghiệm thực. 
4.8. Với mọi ®,  € Š; ta có 
[[ (ew(X)- ®w(Xj]=sien®) ][ [W(Xj) - W(X,)] 
1<i<i<n I<i<j<n 
= sizn(®) sizn(W) II (X¡ - X;). 
1<I</<n 
'Từ đây suy ra sign(®ĐW) = sign(®) sign(W) và do đó 4„ là một nhóm 
con của Š„, Do 


sign(W®ÿ~) = sign(W) sign(Ø) sign(W~`) = sign(®) 
nên A„ là ước chuẩn của SŠ;. Nếu Ứ là một hoán vị thì sign(W) = —1. 
Khi đó sign(bW) = —sign(®). Từ đây suy ra |A„| = [Sa \ 4a|. Vì 
vậy, nhóm thương S„/4„ có cấp 2 và do đó S„/A„ % S¿. 
CHƯƠNG 5 


5,1. Gọi là tập các lớp đồng dư [n] với (n,z) = 1. Ta phải kiểm tra 
G thoả mãn các điều kiện của một nhóm, trong đó điều kiện [n] có 
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phần tử nghịch đảo được suy ra từ việc ta có thể tìm thấy các số ?, đ,” 
sao cho ñp + rạ = 1. Cho ® là một tự đẳng cấu tùy ý của /{(z)/ 
với e =z;. Tà có ®(e) = e” với một số rz > 0. Do 1,e,...,e"~` là các 
cân đơn vị bậc z khác nhau nên 1,c",....e"~!) cũng là những căn 
đơn vị bậc r khác nhau. Từ đây suy ra (n,r) = 1. Ta có thể kiểm tra 
thấy ® + n] là một đồng cấu đơn từ G(K(=)/K) vào G. 

5.2. Tà có G(Q(e;)/Q) là một nhóm con của Š; sinh bởi một chu 
trình cấp 4 (xem ví du cho Định lý 5.4) và Œ(O(zs)/Q) # 5; vì =; là 
nghiệm của đa thức X? — X + 1. 

5.3. Cho Ư là một nhóm con của một nhóm xích G. Gọi n là số 
dương nhỏ nhất sao cho z" € . Cho z” là một phần tử tùy ý của 
Ư, m >0. Viết m = pn + q, Ú € ạ< n. Tạ có z1 = z®(+Pn)~! € U, 
Từ đây suy ra ạ = 0 và do đó z”* = (z")?, Điều này cho thấy U được 
sinh bởi +”, 

5.4, Cho ® là một tự đẳng cấu tùy ý của Œ(X(a)/). Ta có ®(a) = 
£"a với một số nguyên ? nào đó. Ánh xạ ® 2 [n] là một đồng cấu 
đơn từ nhóm G(<(a)/K) vào Z/rZ. 

5.5. Đặt ý = Q(¡) và E = Q(,a). Nếu |e| là một số mũ bậc 4 thì 
E= K và G(E/K) = {idx}. Nếu |c| là một số chính phương nhưng 
không phải là một số mũ bậc bốn thì a là nghiệm của một đa thức bậc 
2 và G(E/1() % S;. Trong các trường hợp còn lại, X* — c là đa thức 
tối tiểu của œ và ta có G(E/#) là một nhóm con của Š¡ sinh bởi một 
chu trình cấp 4. 


5.6. Đật ở = G/U. Xét một chuỗi giảm các nhóm con 








=ẽ326¡2--- 3 ổ„ = {se}, 


trong đó G, là ước chuẩn của Œ,_: và G¡_./G, là nhóm abel với mọi 
¡ = 1,...,m. Gọi r là toàn cấu tự nhiên từ G lên nhóm thương Œ. Đặt 


G; := {z cG| x(z) e G,}. 
Dễ thấy rằng các tập Œ; lập nên một chuỗi giảm các nhóm con 


G=Ga29G;) 2 --- 2 G„ = Ù. 
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Mặt khác, ta có một chuỗi giảm các nhóm con 
Ư=Ua›3U) Đ--- 2U, = {e}, 


trong đó LJ;_¡ là ước chuẩn của U;_; và Ù;_;/, là nhóm abel với mọi 
¡= 1,..,m. Ghép hai chuỗi trên ta sẽ thấy Œ là một nhóm giải được. 


5.7. Hãy xét chuỗi các nhóm con 
$% = Gạ 5 Gì Đ G; 2 {9s}, 


trong đó Œ¡ là nhóm sinh bởi các chu trình cấp 3 và các chuyển vị dạng 
(a,b)(e, đ) và G; là nhóm sinh bởi các chuyển vị dạng (a, b)(e, d). 


5.8. Nếu 4„ là một nhóm giải được thì ta chỉ cần ghép thêm Š„ vào 
đầu một chuỗi các nhóm con của 4; thỏa mãn các điều kiện của nhóm 
giải được dể thấy Š„ cũng là một nhóm giải được. Do Š„ là nhóm 
không giải được với mọi  > 5 nên 4„ là nhóm không giải được với 
mọi n > 5, 
CHƯƠNG 6 
6.1. (1) Ta chỉ cần chứng minh 
EU — (a c E| ®(a) = a VY ® € Uy UU)}. 
đi) Đặt U = G(E/K(1 U L2)). Tà có U — Uy nUạ. Vì vậy 
gun — gữ = K(Lị U La). 


6.2. Đặt KÝ = Q(co,ạ,...,cạ) và Z = K(ai,....en). Với mọi tự đẳng 
cấu của #/K ta có 


®(P(@i,..., đa)) = P(®(a),..., ®(a„)) = PÍ@i,..., đn). 


Vì vậy, P(ai,...,.a„) € E€Œ/K) = K, 
6.3. () Với mọi ® € Š„ ta thấy 


®%(A()) = sien(8)^(/). 
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Từ đây suy ra ®(A(ƒ/)*) = A(ƒ)? và do đó A(ƒ)? c K. 

(ii) Ta đã biết 44„ là ước chuẩn của Š, với S„/4„ % Š; (xem Bài 
tập 4). Đặt G0 4„. Theo chứng minh Bồ để 4.6, / là ước 
chuẩn của Œ và Œ/U là một nhóm con của S„/.4„. Khi đó 

G(EU/K) > G(E/K)/G(E/EU) = GỊU. 
Đo ®(A(/)) = A(/) với mọi ® € U nên A(ƒ) € EU. Nếu G C An, 
thì EU = K và do đó EU = K(A(/)). Nếu G Ø A, thì G/U = 
Su/4,, Khi đồ [EU : K] = 9. Do (K(A(/)) : K] = 2 nên ta nhận 
được 





Et = K(A0)). 

(ii) Nếu G € 4; thì U = G và do đó A(ƒ) € E# = N. Đảo lại, 
nếu Œ Ø 4„ thì G phải chứa một chuyển vị ® với sign(#) = —1. Khi 
đó ®(A(ƒ)) = —A(/). Vì vậy AỢ) £ K. 

6.4, Tà thấy £ = Q(ea, 2) là trường phân rã của da thức .X” — 2 trên 

Ợ. Nhóm Galois G(E/@) % 6; chỉ có một ước chuẩn khác nhóm 
{es,} và %4 là nhóm 44s. Vì vậy, chỉ có một trường con phân rã 
khác Œ và # và trường này phải là trường (sa). 

6.5. Cho 7, là một trường con của # chứa #. Khi đó G(E/L) là một 
nhóm con của G(E/Ñ) và  = ESŒ*), Do G(E/K) là nhóm abel 
nên G(/2/7) là ước chuẩn của G(E/K). Từ đây suy ra ES/2 là 
một trường phân rã của Ö€. 

6.6. Cho ay, "¡ là các nghiệm của ƒ. Khi đó,  = J{(#\, 2,4, #a). 

() Từ định nghĩa nhóm Ớ; ta thấy các phần tử 








zị = (#ị +2)(a + 4), 


(ti + #3)(đa +za), 





tạ = (đi + #a)(#2 + #4). 


nằm trong ƒÝ?, Tiếp theo ta tính các nhóm Galois G(Z/K(z)). Tà 
thấy 

Gi =G(B/K(a)) nG(E/K(x))nG(E/K(a))- 
Vì vậy “2 = K(zi,22,za). Đặt 


g:= (X —z4)CX — z4)(X — a). 
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Do ®(z¿) € {z,zs, za} với mọi ® € S„,¿ = 1,2,3, nên ø € K[X] 
Ta có thể kiểm tra thấy 


Z+z2+z2=2 và 3¡#j = 2p, 
1<i<j<4 
Z1Za + Z123 + Z22a = ( ›» mi)” — 47tZa#aT4 = „ —4r, 
1<i<j<4 
ZiZ»Za = —Í 3»? izjak)” = —q?. 
1<i<j<k<4 
Vì vậy, „= X3 —2pX? + (p2 — 4r)X + q2. 
đi) Giả sử Œ; sinh bởi hoán vị (z¡, z;). Ta thấy z + z¿ € #2 và 
mm +ø; # E®', Do 


(m\ + zz)(đ3 + #4) = zI, 
#ị +#¿+za+z¿=0, 
nên z¡ + z¿ là nghiệm của đa thức X?+ z¡ và [ES1(z;+z¿) : E€!| 


Do G¿ là một ước chuẩn của Ớ và ỚŒ¡/Ớ; % Š; nên [E®: : 86] 
|Gi/G¿| = 2. Từ đây suy ra E“? = W(#ì + z2). 


2. 


(i1) Tạ có 
#ị + za = VI, 
mì +1¿ = V—2, 


#ì +ứy = V=,. 
Các giá trị /—zi, V—za, V—za phải thoả mãn điều kiện 
V~z¡V~%V~za = (#\ + #2)(Tì + #3)(#\ + 74) 


=z1(1 +2 +4 +24) + bà #¡Tj = ~—4. 
l<iZj<4 


Khi đó, 


nộ 
Ti = 2(371 † Z2 +24 + 4) = 2(V=ä+ V—+ + V—z:). 
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Từ đây ta dễ dàng suy ra được 
z› = 2(V=m ~ V=%~ V=ã), 
#à = 5(—V= + V=E ~ V8), 
=l(_-V=5— V=5 + V=R). 


6.7. Trước tiên ta thấy ƒ không có nghiệm hữu tỷ và do đó ƒ không 
có ước dạng X — œ € Q([X]. Nếu ƒ là tích của hai đa thức bậc hai 
trong Q(X] thì 


ƒ=(X?+aX+1)(X? +bX — 1). 


Từ đây suy ra ø + b = 0,ab = —1,a — b =0, một điều vô lý. Vì vậy 
ta có thể kết luận ƒ là đa thức bất khả quy. 
Ta thấy ƒ có 4 nghiệm 


1+vỗ 
k3 TH. 
1—võ 
134 =+ == 


Vì vậy, Q(z¡, zạ) là trường TP rã của ƒ trên Q. Tà có (Q(z) : Q| 
deg ƒ = 4. Do zy ø Q(zy) và z3 € "iu nên (Q(zì,z;) : Q(2:)] 
2. Từ đây suy ra [Q(z\,za) : Q] = 

Nhóm Galois G(Q(z¡, z›)/Q) .¬ § tự đẳng cấu ứng với các điều 
kiện z¡ + #¿, #¿ => +z¿, Thu hẹp của các tự đẳng cấu này trên dãy 
nghiệm z+, z›, +4, z4 lập nên một nhóm Œ C Š gồm các chuyển vị 


I T 


(4). (đt, #), (Ta, #4), 

(2,#a)(2a, #4), (đì, #ã)(đ2, #4), (#1, #4) (Ea, Z3), 

(Œ1y#3: #ay #4); (đa, #áy #2, Z3). 
Tà có thể kiểm tra thấy G có 5 nhóm con cấp 2 sinh bởi các chuyển 
vị 


(#a, 22), (3, #4), (2ì, Z2)(Œ3, #ả), (#1, #3)(a, #4), (Z1, #4)(=a, #3) 
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và 3 nhóm con cấp 4 sinh bởi chuyển vị (z¡,zạ. zz, z4) hoặc các cập 
chuyển vị 


{(Œt,#2): (Œa, #4)}, (Œny#2)(đ3› 24), (đay 3)(2,4)}. 
Các trường bất biến của các nhóm con này lần lượt là 


Q(z;),Q(zì), Q(. Võ), Q(m¡ + z;),Q(22 + Za), 
Q(v-5),Q(v5),Q(0. 


CHƯƠNG 7 


7.1. Trước tiên, ta chọn hệ tọa độ sao cho đường tròn đã cho là đường 
tròn đơn vị và một đỉnh của đa giác đều cần dựng là điểm 1. Khi đó, 
£s là một đỉnh liền kẻ của đa giác đẻu. Ta dùng chứng minh của Định 
lý 7.1 để dựng các đoạn thẳng v5 và v/10 + 25 và sau đó là điểm 
&n. 
1⁄2. (1) T là khoảng cách từ gốc tọa độ đến giao điểm của dường 
parabôn với đường tròn có tâm là điểm š+ ‡¿ và bán kính là ‡ v1 + r°. 
(i) Góc $ là góc giữa trục hoành và tia đi qua gốc toạ độ và giao 
điểm của đường parabỏn với đường tròn có tâm là điểm } cosa + š¿ 
và bán kính ‡v/eos?a + 49. 
143. ĐậU ƒ = X'+ X +1. Ta thấy ƒ' = 4X” + L triệt tiêu tại 
Đây là một cực tiểu dương của ƒ nên ƒ không có nghiệm 
thực. Vì vậy, z" là một nghiệm khác của ƒ và ƒ chia hết cho da thức 
dạng X? — bX + ec R[X], trong đó b = z + z*. Từ đây suy ra 





X†+X+1=(X?-—bX +e)\(X?+bX +4) 


với một đa thức X? +bX + d € R(X]. So sánh hệ số hai vế ta nhận 
được hệ phương trình 
?—e—d=0, 
be — bđ = I, 
cả = 1. 
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Từ hệ phương trình này ta suy ra được ủÊ — 4ủ? + 1 = Ú. Vậy, ¿2 là 
nghiệm của đa thức bậc ba ø = X3 — 4X + L. Đa thức này không có 
nghiệm trong Ò. Vì vậy, ø là đa thức bất khả quy trong Q[X] và do 
đó là đa thức tối tiểu của bÝ trên Q. Gọi # là trường phân rã của z 
trên Ợ. Do U* € E nên [E : Q] chia hết cho [Q(0?) : Q] = 3. Vì vậy 
+ không thể dựng được từ {0, 1}. 

7.4. Ta có 


r1 


x'-1=][(@ 


"=0 
Vì vậy, ta chỉ cắn chia tập các căn đơn vị bậc r thành hợp không giao 
nhau của các căn nguyên thủy bậc s với mọi ước s của r. Để làm 
điều này, ta đặt đ = — và 








(td|0<£<s—1, (t,s) = 1}. 


Khi đó , sẽ chia tập các số 0, 1,....r — 1 thành các lớp không giao 
nhau và 
{z?In Á,} = {| (t,s) = 1). 


7.5. Tà có 


®(X)=X +1, 
X?+X+l1, 





®;(X +ÄX°+X!+X1+X?+X+I, 
®(X) =X*+1. 





7.6. Nếu e„ € E thì [Z : Q| > [Q(e;) : Q] = ứ). Do ø(ns) — eo 
nên # không thể là một mở rộng hữu hạn. 


7.7. Tà đã thấy có một đơn cấu từ G(Q(c;)/Q) vào nhóm nhân các 
lớp đồng dư í»} môdulô z thoả mãn điều kiện (», r) = 1 (xem Bài tập 


"hp /Äetlun hoploarg 


110 Hướng đẫn giải bài tập 


5.1). Do hai nhóm này có cùng cấp là ¿(») nên đơn cấu này là một 
đẳng cấu. 

7.8. Đặt e = cịy và G = G(O(£)/Q). Ta thấy G là một nhóm xích 
cấp I6 sinh bởi tự đảng cấu ® thỏa mãn điều kiện ®(z) = £Ẻ, Gọi 
G, là nhóm xích sinh bởi ®?. Ta có G;_¡/G¿  Š;, ¡ = 1,2.3,4. Ta 
ằng cách tính lần lượt các trường bất biến Q(c)“'. Trước 





sẽ tính 


tiên ta hãy tìm một phần tử nằm trong Q(<)' nhưng không nằm trong 
@(z)#" = Q. Có thể ])"à ngày 





Q(e)”' = Q(¡) = Q(a;)- 


Do ai + øạ = —] Và ø¡ + a¿ = —4 nên ø¡; là nghiệm phương trình 
X?+X—-1=0. Vì vậy, 





-1# v1? 


2= 


Tiếp theo ta tìm một phần tử nằm trong Q(z}Z? nhưng không nảm 
trong Q(z)Ế', Có thể thấy ngay 





là những phần tử như vậy. Khi đó 
(e) ? = O(e)!() = Q(2)!(e)- 


Do bị + bạ ai và bìủ¿ = —I nên ñ¡¿ là nghiệm phương trình 
X?-mX— 0. Vì vậy, 
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“Tương tự, ta cũng nhận được 


đ; + V(a) +4 
“——— 


C„“ 
Sau đây ta thấy 


dị =c+£19, 


dạ=ct+e8 





là những phần tử nằm trong Q(£) * nhưng không nằm trong Q(z)#>, 
Khi đó 

Q(z)“3 = Q(e)“2(d). 
Do dị + dạ = bị và dịd;¿ = c¡ nên đị¿ là nghiệm phương trình 
X?—bjX +c¡ =0, Vì vậy, 


bị # VỆ + 4e 
đa ”= _“ m.— ở 


Cuối cùng, ta thấy e + e!8 = đị và ez'!6 = 1, Vì vậy là nghiệm 
phương trình .Ý? — d;X + 1 =0 và do đó 


dì + V# — 4 
————. 
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Sau đây là tiểu sử của một số nhà toán học đã có công trong việc 
giải quyết các vấn đẻ giải phương trình bằng căn thức và dựng hình 
bằng thước kẻ và compa. 


@ Nieolo Tartaglia (1500-1557) 


Sinh tại thành phố Brescia (Ý). Mồ côi cha năm 6 tuổi, 12 tuổi 
bị lính Pháp chém hỏng vòm họng và do đó nói ngọng suốt đời. Tên 
Tartaplia là biệt danh "người nói ngọng`. Hoàn toàn tự học mà nên, 
Sau trờ thành một giáo viên nghèo ở Venizia. Nam 1535 tham gia một 
cuộc thi đố giải 30 phương trình bậc ba dạng X” +„X = ¿ với một 
người cháu của Ferro và tìm ra công thức tính nghiệm trong trường. 
hợp tổng quát. Ông có cho mọi người biết việc này nhưng lại giữ bí 
mật chứng minh. Năm 1537 Taraglia đến Milano theo lời mời của 
Cardano với hy vọng được ông này giới thiệu với bá tước Milano. Ông 
cho Cardano biết công thức giải phương trình bậc ba sau khi ông này 
thể sẽ không bao giờ làm lộ chuyên. Sau khi Cardano xuất bản cuốn 
sách *Ars Magna" trong đó có phần nói về công thức này, Tartaglia đã 
công bố một bài báo nói về phát kiến của mình và sự phản bội của 
Cardano. Cuộc !ranh cãi giữa hai nguời là một trong những ví dụ xấu 
nhật về bản quyền phát minh toán học. Tartaglia còn là người đi tiên 
phong trong việc nghiên cứu lý thuyết đạn đạo và lý thuyết trò chơi 
và là người đầu tiên dịch cuốn 'Cơ sở' của Euklid sang tiếng Ý. 
® Hieronimo Cardano (1501-1576) 

Sinh tại thành phố Pavia (Ý), con một luật sư và cũng là một giáo. 
sư toán học. Cha ông đã từng được họa sĩ Leonardo de Vinci tham 
khảo ý kiến vẻ hình học. Đầu tiên học y ở Đại học Pavia. Ham đánh 
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bạc và trở nên nghèo khó. Sau dạy toán ở Milano. Do chữa bệnh giỏi 
nên dần đần trở nên nổi tiếng. Tiếp theo làm giáo sư về y học ở Pavia 
và Bologna và là một trong những thầy thuốc nổi tiếng nhất thời kỳ 
phục hưng. Công bố 13] cuốn sách lúc còn sinh thời, sau khi mất còn 
được in III cuốn nữa về nhiều đề tài khác nhau như đại số, xác xuất, 
cơ học, địa chất. Sách của ông vẻ triết học được dịch ở Anh và một 
trong những độc giả là nhà soạn kịch nổi tiếng Shakespeare. Nhiều 
nhà sử học còn cho rằng cuốn sách Hamlet đọc khi nói câu 'to be or 
not to be` chính là một cuốn sách của Cardano. 

Cuốn sách nổi tiếng nhất của Cardano là 'Ars Magna'. Cuốn này 
đã làm nén một cuộc cách mạng trong toán học sau một thời gian dài 
chìm lãng trong những kiến thức có từ thời Hy Lạp cổ đại. Trong 
cuốn sách này, Cardano nói răng Tartaglia chỉ cho ông biết công thức 
giải phương trình bậc ba trong những trường hợp đặc biệt mà không 
cho biết chứng minh và ông đã phải mất rất nhiều cóng sức để tìịn 
công thức tổng quát. Lý do công bố là ông biết Ferro cũng đã tìm 
thấy công thức này hơn 30 năm trước và do đó ông thấy không cần 
thiết phải giữ lời thẻ với Tartaglia. “Tôi đã viết cuốn sách này năm 
lần, hy vọng rằng nó sẽ còn tổn tại sau năm nghìn năm", đó là dòng 
cuối cùng của cuốn 'Ars Magna`. 








s« Ludovico Ferrari (152§-1§6$) 


Sinh ra trong gia đình nghèo khó tại thành phố Bologna (Ý), năm 
14 tuổi làm người hầu cho Cardano. Do biết viết nên được giao cho 
việc biên soạn các bản thảo về toán học của Cardano. Cardano viết 
rằng 'Khi còn là thanh niên, anh ta trội hơn tất cả các học trò của 
tôi bởi khả năng tiếp thu kiến thức cao độ của mình". Năm l8 tuổi 
đã đánh bại một ứng cử viên khác qua tranh luận để trở thành một 
giáo viên về hình học. Ông là người đầu tiên tìm thấy công thức giải 
phương trình bậc bốn. Công thức này được công bố trong cuốn 'Ars 
Magna'”. Ferrari cũng là người đại diện cho Cardano trong cuộc tranh 
cãi với Tartaglia vẻ bản quyền lời giải phương trình bậc ba. Sau này 
ông trở thành người thu thuế của thị trưởng thành phố Milano và trở 
nên giàu có. Trước khi mất ông được phong làm giáo sư ở Đại học 
Bologna là trường danh tiếng nhất thời bấy giờ. 
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ø Francois Viète (1540-1603) 


Sinh tại thành phố Fontenay-le-Comte (Pháp). Học luật tại trường 
tại học Poitier. Sau đó trở thành cố vấn của các vua Pháp Henri IH và 
Henri IV. Viète từng viết rằng: "Tôi tuy không thể tự xưng là một nhà 
toán học nhưng là một người rất thích làm toán khi rồi rãi". Tương 
truyền là khi dại sứ Hà Lan chế giều nước Pháp khóng có nhà toán 
học nào, vua Henri IV trả lời là có và cho gọi Viète đến. Đại sứ Hà 
Lan nêu ra một phương trình bậc 45 và Viète ngay lập tức giải được 
phương trình này. Viète còn nổi tiếng vì đã giải mã được thư từ bí mật 
của vua Tây Ban Nha chống lại vua Pháp. Do nghĩ rằng người thường 
không thể làm được việc này nên vua Tây Ban Nha đã than phiển với 
giáo hoàng là vua Pháp dùng yêu thuật để chống lại ông ta. 

Viềte có những đóng góp to lớn đối với vi phương trình. 
Ông là người đầu tiên sử dụng các chữ cái cho các hệ số 
một cách hệ thống. Ông tính được 10 chữ số đầu của số bằng việc 
xắp xỈ đường tròn bởi một đa giác đều có 393216 cạnh. Ngoài đại số 
ra, Viềte còn có những công trình về thiên văn học, hình học và lượng, 
giác, 











© Joseph Louis Lagrange (1736-1813) 


Sinh tại thành phố Torino (Ý). Năm 19 tuổi đã là giáo sư tại trường 
pháo binh Torino. Là người sáng lập ra Viện hàn lâm Torino. Năm 
1766 được vua Phổ Friedrich HH vời đến Berlin với lời mời 'nhà toán 
học lớn nhất châu Âu cần thiết phải ở bên cạnh ông vua lớn nhất. 
Khi ông vua này mất, Lagrange chuyển đến Paris và đóng vai trò quan 
trọng trong việc cả h việc cân đo. Ông cũng là một trong những 
giáo sư đầu tiên của hai trường Đại học sư phạm và Đại học bách khoa 
Paris là những trường đại học nổi tiếng nhất nước Pháp. 

Những công trình nghiên cứu đầu tiên của Lagrange là về phương, 
pháp biến phân. Tiếp theo ông nghiên cứu việc xấp xỉ nghiệm các 
phương trình đại số. Năm 1770, ông giải thích được tại sao các 
phương pháp tìm nghiệm phương trình bậc < 4 không thể áp dụng để 
tính nghiệm các phương trình bậc > 4. Qua đấy, ông phát hiện thấy 
vai trò của các phép chuyển vị nghiệm và chính ý tưởng này đã dẫn 
Abel và Galois đến việc giải quyết hoàn toàn bài toán giải phương 
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trình bằng căn thức. Sau đó ông tìm cách đặt cơ sở cho lý thuyết hàm 
bằng các phương pháp đại số. Ông là người đầu tiên dùng các ký hiệu 
đạo hàm ƒ'(X),ƒ°(X). Công trình nổi tiếng nhất của ông là cuốn 
sách 'Cơ học giải tích” (1788). Trong lời mở đầu ông viết "Trong cuốn 
sách này không có một hình vẽ nào mà chỉ có các phép toán đại số'. 
Mặc dù phương pháp nghiên cứu của ông có những hạn chế, nhưng 
nó đã đóng một vai trò quan trọng trong sự phát triển toán giải tích. 





ø Carl Eriedrich Gauss (1777-18§S) 


Sinh tại thành phố Braunschweieg (Đức), con của một người bán 
thịt rong. Nổi tiếng là thần đồng ngay từ khi còn bé. Tương truyền, 
ông đã biết cộng các số từ 1 đến 100 bằng phương pháp cấp số cộng. 
khi mới 7 tuổi. Năm 14 tuổi được nữ bá tước vùng Braunschweig để 
ý đến khi đang đọc sách ở vườn hoa thành phố và được bà này cấp 
học bồng để đi học. Thầy dạy toán là Bartel sau này cũng là thầy dạy 
nhà toán học Nga Lobatschewskij là người đã phát hiện ra hình học 
phi Euelid. Nám 19 tuổi dựng được đa giác đều 17 cạnh bằng thước 
kẻ và compa. Năm 22 tuổi nhận học vị tiến sĩ với luận án về định lý 
cơ bản của đại số. Năm 24 tuổi tính được quỹ đạo của vệ tỉnh Peres 
và người ta đã tìm thấy vệ tỉnh đúng ở chỗ ông chỉ ra. Từ năm 1807 
cho đến lúc mất, ông là giám đốc đài thiên văn và là giáo sư tại đại 
học Gottingen. 

Năm 1801 Gauss công bố cuốn sách “Disquisiiones aritineticae". 
Cuốn sách này tổng hợp tất cả các kiến thức trước đó về số học và 
có nhiều phát kiến mới đến mức nhiều người cho rằng cuốn sách này 
là khởi điểm của số học hiện đại. Các công trình của ông đã đưa số 
phức trở thành một công cụ nghiền cứu quan trọng trong toán học. 
Gauss rất quan tâm đến việc ứng dụng toán học vào trong thực tiền 
và rất giỏi tính toán cụ thể. Ông có nhiều công trình nghiên cứu về 
nhiều ngành khác nhau như thiên văn, địa đồ, vật lý. Qua nhật ký và 
thư từ của ông người ta còn phát hiện ra ông đã biết đến nhiều khái 
niệm toán học quan trọng như hàm elliptic hay hình học phí Euklid 
trước khi chúng được phát hiện. Sinh thời Gauss đã mang danh là óng 
hoàng của toán học. Ông từng nói “Toán học là bà hoàng của các khoa 
học và số học là bà hoàng của toán học". 
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Tiếu xi mỏi xơ nhà taắn học 17 


® Niels Henrik Abel (1802-1829) 


Sinh tại Frindoe gần thành phố Stavanger (Na Ủy). con của một 
người mục sư. Gia đình nghèo đến mức là ông không có đủ tiền học, 
nhưng nhờ sự giúp đỡ của thầy dạy toán nên kiếm được học bổng học 
hết đại học ở Oslo. Năm 1823 cóng bố công trình đầu tiên vẻ tích 
phân. Năm 1824 tự bỏ tí ên ïn một bài báo nhỏ chứng mình không 
thể giải phương trình bậc năm bằng căn thức. Abel có gửi báo này 
cho Gauss để đánh giá kết quả của mình, nhưng Gauss không đọc có 
lẽ vì Gauss không quan tâm đến việc tìm cóng thức tính nghiệm cho 
phương trình đại số. Trong luận án của mình về định lý cơ bản của 
đại số, Gauss cho rằng một công thức tính nghiệm không khác gì một 
ký hiệu nếu người ta không tính được cụ thể các căn thức. Sau đó 
Abel được nhà nước cấp tiền đi 'thực tập` ở Đức và Pháp. Thời gian 
này, ông công bố nhiều công trình vẻ sự hội tụ của các dãy số, tích 
phân. hàm ellipuc, đặt nền móng cho giải tích hiện đại. Do tính tình 
nhút nhát nên ông không được các nhà toán học hàng đầu để ý đến. 
Ông gửi công trình vẻ tích phân ellipuc cho Viện hàn lâm khoa học 
Pháp nhưng công trình này ơi vào lãng quén. Trở về Na Ủy, ông 
không kiếm được việc làm ổn định và sống trong cảnh ốm đau cho 
đến lúc mất khi mới 27 tuổi. Một năm sau đó, Cauchy tìm thấy bản 
thảo của êng về tích phản elliptic và công trình này đã được trao giải 
thưởng lớn của Viện hàn lâm khoa học Pháp. Sau này người ta biết 
răng Abel cũng có những nghiên cứu tương tự như Galois về những 
phương trình giải được bằng căn thức. 

Năm 2002. chính phủ Na Uy đã lập giải thưởng Abel trao hàng năm 
cho những công trình toán học xuất sắc nhất giống như giải thưởng 
Nobel cho các khoa học tự nhiên khác. 
























® Evariste Galois (1811-1832) 


Sinh tại thành phố Bourg la Reine (Pháp), bố đã từng là thị trưởng 
thành phố. Lúc còn là học sinh đã được đánh giá là 'độc đáo và dị 
lập` theo lời nhận xét của nhà trường. Nam 18 tuổi công bố công trình 
đầu tiên về phân số liên tục và gửi một công trình về nghiệm phương 
trình đại số cho Viện hàn lâm khoa học. Cauchy là người nhận xét 
đã đánh mất bản thảo. Năm 19 tuổi gửi một bản thảo về điều kiện 
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118 Tiểu sử một xố nhà toán học 


giải phương trình bảng căn thức cho Viện hàn lâm khoa học. Người 
được phân nhận xét lần này là Fourier mất ngay sau đó và bản thảo 
cũng mất theo. Năm 20 tuổi gửi công trình lần thứ ba cho Viên hàn 
lâm khoa học. Poisson là người nhận xét lần thứ ba đã viết như sau: 
*Các lập luận của tác giả vừa không sáng sủa lại vừa không đẩy đủ 
nên không thể đánh giá được". 

Galois là một thanh niên cấp tiến. Ông bị đuổi khỏi trường đại học 
vì những hành động xúi giục sinh viên tham gia biểu tình và bị tù hai 
lần vì những hoạt động chống nhà vua. Galois chết nãm 21 tuổi sau 
một cuộc đấu súng. Đêm trước ngày định mệnh ông đã viết một bản 
tóm tắt công trình của mình gửi cho một người bạn. Bên lề bản thảo 
ông viết "Cần phải làm them đẻ hoàn thành chứng minh này, nhưng 
tôi không còn thời gian nữa`'. Ông để nghị bạn mình gửi bản thảo trên 
cho hai nhà toán học Đức là Jacobi và Gauss để 'đánh giá không phải 
về sự đúng đắn mà là về tầm quan trọng của những kết quả. Sau đó 
tôi hy vọng sẽ có một số người thấy việc hiểu toàn bộ mớ hôn độn 
này là có ích", Mớ hỗn độn đó chính là cái sau này được gọi là lý 
thuyết Galois, mở đầu cho sự phát triển đại số hiện đại. 
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Danh mục kỹ hiệu vỏ †ừ khóa 


deg, 5 
6 
Erạ LÔ 
Ñ, 1? 
Z, 1T 
Q, 17 
IR, 17 
€1” 
1(7). 
Xa, 
#fuse 
1|ZI, 22 
X20 

¬, 30 

(4), 30 

ida, 30 

/K, 30 

(E: K]. 37 
G(E/K), 42 
e, 43 

lớI, 43, 48 
G(ƒ/R), 43 
®, 44 

&n, 45 

2, 45 

4a. 46 
(zì,....+(), 46 
C„, 48 
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mod, 50 
G/U, 51 
=,5Ï 
mod, 5I 
rZ, 5l 
Ker, 5l 
siøn, 54 
4a. 54 
EU,68 
L(M), 83 
C(M). 83 
MT”, 83 
Mạ, 83 
P(M), 83 
AM'.,85 
AI, 85 
®„(X), 89 
c(). 91 


Abel, 117 

ánh xạ, 29 

ánh xạ đơn, 30 

ánh xạ đồng nhất, 30 
ánh xạ hợp thành, 42 
ánh xạ lên, 30 

ánh xạ nghịch đảo, 30 
ánh xạ thu hẹp, 34 
Argand, ¡l 
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ĐanH: mục &Ý liệu và từ khóa 


bội, 0 
bậc (đa thức), 5 

bậc (phương trình). 5 

bậc (trường mỡ rộng), 37 
bài toán Deli, 82 

bảo toàn (phép toán), 30, 44 
bất khả quy, 22 





căn bậc, 7 

căn đơn vị, 10, 55, 89 
căn nguyên thủy, 89 

cấp (nhóm), 75 

cấp (chu trình), 46 

cấp (nhóm). 43 

Cardano, 5, 113 

cầu phương hình tròn, 81, 88 
chia ba một góc, 82, 93 
chia hết, 23 

chu trình, 46 

chuyển vị, 44 

chuyển vị chẩn, 54 

công thức de Moivre, 7 
công thức Cardano, 12, 75 
hệ thức Viète, 10 


đ°Alembert, II 

đa thức, Š 

đa thức nhiều biến, 18 
đa thức chuẩn, 23 

đa thức đổi xứng, 79 
đa thức phân cầu, 89 
đa thức tối tiểu, 23 
đẳng cấu mở rộng, 34 
đẳng cấu (nhóm), 44 
đẳng cấu (trường), 31 
dấu, 54 
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de Moivre, 13 

Descartes, IÏ 

định lý cơ bản của đại số, 7, 8 
định lý đẳng cấu nhóm, 59 
định lý đồng cấu nhóm, 5l 
đơn ánh, 30 

đơn cấu, 44 

đồng. I7 

đồng cấu (nhóm), 44 

đồng cấu (trường), 30 
đồng dư, 50, 51 

dựng đa giác đều, 89 

dựng được (điểm), 83 
dựng được (số), 83 


Euler, II 


Ferrari, I3, I14 
Ferro, 13 


Galois, lI7 

Gauss, I1, 116 

giải được bằng căn thức, 20 

giải được bằng căn thức trên một 
trường, 2l 

Girard, lI 


hạch. 5I 

hàm Euler, 91 
hệ số đầu, 5 
hệ số tự do, 5 
hoán vị, 46 


Lagrange, l1, 115 
Lindemann, 89 
lớp kể phải, 50 
lớp kề trái, 50 
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luật giản ước bên phải, 43 
luật giản ước bên trái, 43 
luật kết hợp, 42, 43 


mở rộng căn, 20 

mở rộng căn bậc z, 57 

mở rộng đại số đơn, 22, 24 
mở rộng hữu hạn, 22, 38 
môduló, 50, 51 


nhân đôi một hình lập phương, 
82, 89 

nhóm, 43 

nhóm abel, 51 

nhóm con, 43 

nhóm con chuẩn tắc, 5O 

nhóm đối xứng, 45 

nhóm Galois, 43 

nhóm giải được, 58. 73 

nhóm hữu hạn, 43 

nhóm thương, Š] 

nhóm xích, 56, 70 


phần tử căn, 20 

phần tử đại số, 22, 38 

phần tử đơn vị, 42, 43 
phần tử nghịch đảo. 42, 43 
phép toán, 43 

phương trình đại số, Š 
phương trình bậc ba, 12, 73 
phương trình bậc bốn, 12 
phương trình bậc hai, 5, 11 


quan hệ tương đương, 48 
Ruffimi, 64 


sinh, 55 


Danh mục ký hiệu và từ khóa 


số ảo, 6 

Số nguyên tố Fermnal, 92 
số phức, 6 

số phức liên hợp, 29 
song ánh, 30 


tập ảnh, 30 

Tartaglia, 13, 113 
thuật toán Euclid, 22 
tiêu chuẩn Eisentein, 49 
tính bắc cầu, 48 

tính đối xứng, 48 

tính phản xạ, 48 

tọa độ cực, 7 

toàn ánh, 30 

toàn cấu, 44 

toàn cấu chính tắc, 5l 
trường cơ sở, 2l 
trường, ]7 

trường bất biến, 68 
trường mở rộng, 18 
trường phân rã, 21, 41 
tư đẳng cấu, 4l 

tương ứng 1-1. 30 


ước chuẩn, 50 
ước chung, 24 


vấn đề giải phương trình bằng 
căn thức, 13, 63 
Viète, 11, 115 


Wantzel, 94 
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